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A CARGA ELÉTRICA 





Ã. A carga elétrica 


As fôrças mais comuns no estudo da Mecânica são as gravitacionais; 
elas são responsáveis pelo movimento dos planêtas e determinam também 
o pêso dos corpos (fôrça com que são atraídos para o centro da Terra). 
Como sabemos, tôda a Terra contribui para o pêso de cada corpo por 
menor que êste seja; as coisas se passam como se tôda a massa de 
Terra M, estivesse concentrada no seu centro; chamando de R o raio 
da Terra, a fôrça num corpo de massa m no pólo é: 


M mr m 
Ra 
G = 667 x 10-11 newton X metro? 


kg? 


Vê-se por aí como é fraca a fôrça gravitacional; é preciso que tôda 
a Terra, que possui aproximadamente 6 X 102!kg, atue num corpo de 
lkg para que nêle se exerça uma fôrça de aproximadamente 10 newtons. 


6 x 1024 X 1 
P=667X 101 To" newtons 


F = 10 newtons 


Se a Terra fôsse menor, o pêso dos corpos seria também menor, 
como ocorre na Lua; na superfície de um asteróide a fôrça gravitacional 
é praticamente nula. 


Conclui-se daí que devem existir outras fôrças na natureza. Basta 
olharmos em tôrno de nós para nos convencermos disso; se apenas as 
fórças gravitacionais existissem, os corpos não teriam forma própria; 
seria impossível manter êste livro sôbre a mesa, que deveria se partir 
sob a ação da gravidade para deixar o livro cair. Todos os compostos 
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químicos e físicos existem devido à ação de fôrças outras que não as 
gravitacionais. A sua existência é uma propriedade da matéria, da 
mesma forma que a fraca atração gravitacional é também atributo 
da massa. 


De onde se originam estas fôrças e qual é a sua natureza? Para 
responder a esta pergunta, devemos lembrar que todos os corpos 
materiais são formados por moléculas, êstes por átomos e êstes, final- 
mente, por partículas elementares, as mais importantes das quais são 
elétrons, prótons e nêutrons. Uma relação completa das partículas 
elementares é dada na tabela 11, mais adiante; uma resumida é dada 
abaixo (tabela 1). 


TABELA II 








PARTÍCULA ELEMENTAR MASSA 
CICLTON essa ed ata ei atrai é me = 9,108 X 10731kg 
MCSON Ms sa gaba Es GDS Sal é m = 23 me 
DLOLON sas sr a a a a ai mp = 1836 m, 
DELLO sean AEE qd ma = 18389 m, 
hiperon.. seis es cre UM = 23828 me 





Observe nesta tabela que a massa está distribuída de uma forma muito 
diferente entre as partículas; 1 próton tem 1.836 vêzes mais massa do 
que 1 elétron, ou 7 vêzes a massa de um méson 7. 


Que significa realmente dizer que partículas são diferentes? A 
resposta é a seguinte: dizemos que certas partículas (ou corpos em geral) 
são diferentes quando exercem sôbre as outras (e recebem delas) ações 
que não são iguais. Dizer que o próton tem 1.836 vêzes mais massa que 
o elétron, significa que se êle e o elétron atuarem gravitacionalmente 
um sôbre o outro, a aceleração que o próton adquire é 1.836 vêzes menor 
que a do elétron. 


Chegamos agora ao ponto central desta discussão: além da pro- 
priedade gravitacional, as partículas elementares são capazes de exercer 
um outro tipo de interação, umas sôbre as outras. À intensidade desta 
ação depende de uma propriedade que se chama carga elétrica. A 
ausência de carga elétrica significa a ausência desta Interação. A carga 
elétrica é uma medida da capacidade do corpo de interagir (atrair ou 
repelir) outras cargas elétricas, da mesma forma que a massa gravitacional 
é uma quantidade que define a intensidade da atração gravitacional. 
A carga elétrica é a característica mais importante de qualquer partícula, 
paós a massa. 
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E c Ç c | a E 
01-01 X CT ciT TLCG | 0 | didasdiio guicaiboçã inda 
01-01 X €T eli esco E -z j | 
| | 
11-0T > c/T Tres 0% 0 ) | 
01-07 X 9T clT PES —-& Ea | 7 uolIodiy ) 
01-01 X 80 c/I STEG +Z 4E | 
01-01 x Gia cl CSIZ oV oV uoIodIy | do stêp Saad nbr 2 sigo ... SUOLIEY 
OT X TIT e/1 Ge8L 0%) qu uoImgu |. 
[9A$]sa c/T eST d 4d | uojoId | 
RE 01 A Bor 7 | 296 al cd ! ” uosgu ) 
801 X qut | 0 196 Ss +Y j DE ga rata dp 
Es E a j | SUOS9TA 
91-01 X EG O | PI 0 s U r sda] | 
s-0L X PET 0 o EM + pt j | 
01X 2 Lo | 209% E  uosgu | 
[9ARISO c/1 I 49 -9 Uol] ME suoydoT 
[9A$9so c/I 0 E “a Ta a OULI)NaU | 
[9A$ISO I 0 | (1) Á UOJ0] cr... a... .. SUOJ0 
(Ss UI9) VICAN VIA | NIdS VSSVH | VINDILHV dILNYV | VIADILHVA IWNON | ISSVTO 
| ! 
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Nem tôdas as partículas têm, porém, cargas iguais. A interação 
de caráter elétrico pode ser atrativa ou repulsiva; para descrever esta 
situação denominam-se as cargas de positivas e negativas; a carga do 
próton é positiva; a do elétron, negativa. Íistes são nomes como quaisquer 
outros; não existe nada de positivo ou negativo acêrca da carga do 
próton; elas poderiam ser caracterizadas pelos nomes de eletricidade 
alfa e beta. 


Uma propriedade importante das cargas é que cargas do mesmo 
sinal (2 prótons ou 2 elétrons, por exemplo) se repelem e cargas de sinais 
contrários (1 próton e 1 elétron) se atraem; esta é uma propriedade 
muito diferente da que a massa gravitacional possui, pois neste caso 
só existem atrações. 


Finalmente, a mais surpreendente de tôdas as propriedades das 
cargas elétricas é que elas não estão distribuídas desigualmente pelas 
partículas elementares: a carga elétrica (a menos do sinal) é exatamente 
a mesma para tôódas as partículas elementares, sejam elas prótons, elétrons, 
mésons, híperons, antiprótons, etc. Não existe nenhuma carga que seja 
menor do que a carga do elétron; ao passo que as massas das partículas 
elementares são distribuídas num espectro, a carga aparece sempre com 
o mesmo valor, a menos do sinal; partículas tão diferentes em massa 
como o próton e o elétron têm cargas exatamente iguais: et e em; não 
existem frações da carga do elétron. 


Estas são propriedades surpreendentes e sôbre cuja origem sabemos 
bem pouco. O estudo das partículas elementares nos ensina ainda que 
a carga é conservada, como a energia e o momento em Mecânica ou a 
massa para velocidades não-relativísticas. 


Uma descrição de testes precisos da igualdade das cargas positivas 
e negativas pode ser encontrada no artigo de V. W. Hughes em Gravi- 
tation and Relativity, editado por H. Y. Chin e W. F. Hoffman (W. A. 
Benjamin, Inc., Nova York, 1964). 


2. Conservação da carga elétrica 


À carga elétrica não pode ser destruída; chega-se a esta conclusão 
pelo estudo das reações que ocorrem com e entre as partículas elementares. 
Na tabela 111 abaixo encontramos algumas reações que têm sido observadas 
no laboratório. Estas observações são feitas em geral em câmaras 
de Wilson ou câmaras de bôlhas, que funcionam dentro de campos 
magnéticos (fig. 1). 

Na câmara de Wilson, existe um gás supersaturado com vapor de 
água; ao passarem por êste gás, as partículas elementares provocam 
lonização, que atua como centro de condensação do vapor de água; a 
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TAaBELA III 
ALGUMAS REAÇÕES DE PARTÍCULAS ELEMENTARES 





Fra. 1. Fotografia de reações entre partículas ele- 
mentares numa câmara de Wilson num campo 
magnético. 






o cs pita çO gt dO dE 
TT 5 vu + vº AOS p + 77 
mo ay0 ad 2" po em 
po er dps o eo 
We DE +Lv+Hv ES nº + qm 
Kt 5 gt + mt + mm Zº > 494 9º 
So qt + 7º 4 7º y0 5 e 4 e? 
So qt + 7º nºs pt +e top 
qa on mo de poa A O es RO 
pr dy 05 q + mt 
1-+4P> At? 


Fra. 2. Reações entre partículas ele- 

mentares na ausência de campo mag- 

nético 7 +p > Aº+ Kº; Kº > q 
at;A> p + 7. 
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trajetória da partícula é então 'materializada” por meio de inúmeras 
gotículas de água, formando um traço; na presença de um campo 
magnético êste traço é curvo. A análise de fotografias de câmaras de 
Wilson permite determinar as propriedades das partículas elementares; 
o mesmo ocorre com a câmara de bôlhas, que pode ser considerada um 
aperfeiçoamento da câmara de Wilson. 


Observe que sempre a soma total das cargas elétricas de um lado das 
equações é igual à soma do outro lado (fig. 2). Uma das reações mais interes- 
santes é a criação de um par elétron-posítron por um fóton que tem carga 
zero. A reação inversa (aniquilação de um par elétron-posítron) também 
ocorre, as duas cargas desaparecendo. De qualquer maneira, porém, a 
carga total é conservada; para simplificar a notação pode-se dizer que 
cargas podem ser adicionadas como números e que: 


et + e =0 


Não se deve, porém, levar a analogia com a Algebra muito longe; o 
produto de duas cargas, por exemplo, não tem o mesmo significado que 
o produto de dois números, na Algebra. 


O hábito que temos de trabalhar com massas gravitacionais nos 
faz pensar na carga elétrica como um fluido ou tipo de massa de natureza 
diferente. O estudo das partículas elementares, como o próton, nos ensina, 
por exemplo, que a carga elétrica do próton está espalhada sôbre uma 
pequena esfera de 0,8 X 10-1%em de raio; o próprio nêutron tem uma 
certa quantidade de carga elétrica (e carga negativa em quantidade 
suficiente para neutralizá-la): apesar de estar espalhada no espaço é 
impossível, porém, retirar um único grão dela; não existem frações da 
carga do próton (ou do elétron); êste é provavelmente o aspecto mais 
difícil de entender das propriedades da carga elétrica(*). 


3. Carga elétrica em corpos macroscópicos 


Corpos macroscópicos normalmente não possuem carga elétrica — 
não são eletrizados. Qualquer corpo de dimensões apreciáveis contém 
um número enorme de átomos e moléculas, cada um dos quais é neutro 
porque contém uma quantidade igual de cargas positivas e negativas. 

Um corpo macroscópico será elêtricamente carregado se contiver 
um excesso de partículas elementares de um sinal. A carga negativa de 
um corpo é devida a um excesso de elétrons sôbre prótons; a carga 
positiva é devida a uma deficiência de elétrons. 


(*) Especulações sôbre a possível existência de cargas de valor 1/3 e 2/3e têm sido feitas em Física 
moderna; ver, por exemplo, L. B. LrIPpNER, W.T. CHU, R.C. LARSEN e R.K. ApAaIiR — “'Particles with 
a charge of 1/3e'; Phys. Rev. Letters 22, 423 (1964). Estas partículas mesmo que não existam na Terra, 
talvez pudessem existir em outras partes do Universo. 
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Pode-se dizer então que nos materiais neutros existe um equilíbrio 
perfeito entre cargas positivas e negativas; a destruição dêste equilíbrio 
faz surgir corpos eletrizados. 


Uma maneira muito simples de fazer isto é esfregar dois corpos, um 
no outro: basta esfregar um pente num pedaço de lã para que êstes dois 
materiais passem a atrair pedaços de papel ou outros pequenos objetos 
em sua proximidade. 


Segundo Tales de Mileto, filósofo grego que viveu no século vI a. C., 
foram tecelões que descobriram esta propriedade da matéria ao esfregarem 
âmbar em lã; a palavra elétron significa âmbar em grego e por esta razão 
os corpos que fôssem postos num estado similar ao do âmbar (e que 
atralam pequenos objetos) eram denominados corpos eletrificados. 


Com o correr do tempo descobriram-se mais e mais materiais que 
tinham propriedades similares ao âmbar. Éstes progressos podem ser 
resumidos numa lista de materiais (ver abaixo), que os classifica da 
seguinte maneira: um material será eletrificado positivamente quando 
esfregado com outro que esteja abaixo dêle na lista, e negativamente, 
se êste outro estiver acima dêle. 


Série de materiais que podem ser eletrizados 


Vidro 
Mica 

Lã 

Sêda 
Algodão 
Madeira 
Âmbar 
Resinas 
Metais (cobre, níquel, prata, etc.) 
Enxôfre 
Celulóide 


Até meados do século xvirr, o estudo da eletricidade não apresentou 
grandes progressos; descobriram-se, porém, meios de transmitir e acumular 
eletricidade; êstes métodos de acumulação envolviam a repetição de 
operações do tipo da que eletriza uma peça de âmbar: esfregar suces- 
sivamente pedaços de lã e âmbar parece ser um método que produz 
quantidades ilimitadas de eletricidade. Para a transmissão de eletricidade, 
descobriu-se que ela podia passar de um ponto a outro em certos metais 
e algumas outras substâncias. Classificaram-se, assim, as substâncias 
em condutores e isolantes. As últimas retêm a eletricidade num local 
determinado e as primeiras permitem que ela circule livremente; existem 
tôdas as gradações entre condutores e isolantes. 
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Finalmente, o fenômeno natural das descargas elétricas na atmosfera 
(raios), foi interpretado corretamente como uma descarga gigantesca 
entre duas nuvens carregadas ou entre uma nuvem e a Terra. Uma 
aplicação prática desta interpretação foi a construção de pára-raios por 
Franklin, que até hoje protegem nossas residências da ação dos raios. 

Um estudo quantitativo da eletricidade só podia, porém, ser feito 
depois que se estabelecesse a lei de atração ou repulsão mútua entre cargas, 
isto é, só depois que se fizessem medidas quantitativas das fôrças que 
atuam entre elas. 


4. Lei de Coulomb 


O desenvolvimento que Newton deu à Mecânica no século xviI e o 
estabelecimento da lei de gravitação universal influenciaram grandemente 
o estudo da eletricidade, e coube a Coulomb realizar, em 1785, uma 
experiência análoga à de Cavendish, para medir a fôrça entre cargas 
elétricas. 

Como Cavendish, êle usou uma balança de torção, que era a mais 
sensível das balanças existentes na época. É claro que a experiência não 
foi feita com partículas elementares, mas com pequenas esferas eletrizadas 
por atrito. 

A balança consiste, como sabemos, em um fio elástico delgado no 

qual está suspensa uma barra hori- 


IM zontal (fig. 3); numa das extremidades 
O da barra existe uma pequena esfera car- 
regada e na outra um contrapêso. Outra 

eo esfera de metal carregada pode ser 


e aproximada da primeira; a fôrça de 


interação era medida pela torção do fio. 


A dificuldade central da experiência é 

obter quantidades bem conhecidas de 

carga; Coulomb usou para isso um 

Fe. método muito engenhoso; êle variou a 
pe quantidade de carga na esfera fixa en- 

F costando-a antes da experiência a ou- 


Fia. 3 tra esfera igual (fig. 4). 
SEPARADAS JUNTAS SEPARADAS 


Fia. 4 


A carga elétrica 25 


A carga elétrica distribuía-se sôbre as duas de modo que, ao separá-las, 
a carga numa esfera era apenas metade do valor original; repetindo esta 
operação, podia obter 1/2, 1/4, 1/8, etc. da carga original. 

As experiências de Coulomb levaram à descoberta de uma lei 
cxtraordinàriamente parecida com a da gravitação: a fôrça de interação 
entre corpos carregados é proporcional ao produto das duas cargas e inver- 
samente proporcional ao quadrado da distância entre êles; supõe-se que 
os corpos carregados sejam pontuais, isto é, de dimensões pequenas compa- 
radas à distância entre êles. 

As experiências de Coulomb permitiram pela primeira vez considerar 
carga elétrica como uma quantidade definida que podia ser sujeita a 
um processo de medida. Antes de Coulomb era comum pensar na carga 
elétrica como um “eflúvio” que emanava do âmbar e outros materiais; 
sugeria-se às vêzes que o âmbar tinha um “espírito vivo” que se manifestava 
nas propriedades elétricas. 


O natural seria estabelecer uma carga elétrica padrão, para medir 
as cargas elétricas, com a qual as outras seriam comparadas, como se 
faz com o metro-padrão; isto é impraticável porque não é possível conservar 
cletricidade por períodos muito longos; com o tempo, a carga do padrão 
se espalharia por outros corpos. A solução ideal seria adotar a carga 
elementar, a carga de um elétron como unidade; isto não foi feito por 
razões históricas: desconhecia-se a carga elementar do elétron na época 
de Coulomb; nos dias que correm não se adota esta solução por ser a 
carga de um elétron muito pequena. A solução prática que Coulomb 
usou foi a de definir como unidade de carga elétrica aquela quantidade 
q que a uma distância de 1 cm de outra igual à repele com a fôrça de 
1 dina; esta se chama de unidade ves (unidade eletrostática de carga); 
esta é ainda uma unidade muito pequena. 


A lei de Coulomb se escreve 


F OC o 
e também 
F « qigz (q e q2 são cargas pontuais). 
Portanto 
q172 
No sistema ues 
F = q1q92 
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Na prática as coisas seguem um caminho diferente. Uma quantidade 
razoável de carga envolvida nas experiências elétricas é o coulomb, que 
é 3 X 10º vêzes maior que a unidade escolhida por Coulomb. Se ex- 
primirmos q; e q2 em coulombs e yr em metros a fôrça em dinas será 
dada por 


a : 2 3X10º q X3X 10º q2 9x 1018 qga 14 1192 
fôrça (em dinas) = CO (100272 == “10º. “pe” = 9 X 10 Pao 


onde passamos a distância de metros para centímetros. Se quisermos a 
fórça em newtons teremos: 


9 x 10º Litcoulombs) ga(coulombs) 
r2 (metros quadrados) 


F (newtons) 








F (newtons) = K o 
ou seja 
1 q1q2 
F (newtons) = Re 
onde 
1 2 
co = 885 X 10-12 coulombs 
newtons.m? 
e 
1 1 newtons.m? 
K =>———— = 0 —— = 1 E 
4reo 111 x 10712 Sr ate LD coulombs? 


Esta é a forma usual de escrever a lei de Coulomb no sistema MKS 
onde as unidades fundamentais são: coulomb, metro, quilograma e segundo. 
O sistema que usamos aqui é chamado também às vêzes de sistema MIS 
racionalizado devido ao fator 4r que aparece no denominador da lei de 
Coulomb. 

Medida em coulombs, a carga do elétron é 1,60206 X 10-19 coulombs, 
ou aproximadamente 1,6 X 10-!º coulombs, que é uma carga extraor- 
dinàriamente pequena. 

Vamos comparar agora o valor da fôrça gravitacional e o da fôrça 
elétrica entre dois elétrons; suporemos que êstes elétrons estão a Im um 
do outro. 


A fôrça gravitacional é atrativa e vale 
mim? 6,67xX 101! newtons.m? (9,1X10-3S!kg) (9,1 X 10-31 kg) 


sã oo. kg? (Im)? 
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A fôrça elétrica é repulsiva e vale: 


So E qQ1972 = 


ELET p2 


newtons.m? É (1,6xX 10-1º coulombs) (1,6xX10-1º coulombs) 


E os. 
Pre coulombs? (Im)? 


A razão das duas fôrças é 


E (9x 10º) (1,6xX 10719)2 
erer (0x 109 (1,6x10719)2  U si o 
F (6,67X 10-11) (9,1X10-31)2 — 0,042 X 1044 = 4,2 x 10 


GRAV 


isto é, a fôrça elétrica é aproximadamente 104º vêzes maior do que a fôrça 
gravitacional. Esta é, pois, uma fôrça extraordinâriamente poderosa. 
Por exemplo, a repulsão coulombiana de 2 cargas de 1 coulomb a 1 metro 
de distância é 

newtons.m? 1.1 


F=9X 10 comb? *X 7 = 9X 10º newtons. 


À razão pela qual fôrças tão poderosas não são evidentes na natureza, é 
que as cargas elétricas de sinais diferentes se neutralizam nos átomos 
e moléculas; como um todo, os corpos são aproximadamente neutros. 


Quando, por alguma razão, a fôrça coulombiana age livremente, 
envolvendo todos os átomos contidos numa massa apreciável de matéria, 
o efeito que se observa é o de uma explosão atômica. As bombas atômicas 
se baseiam na ação das fôrças coulombianas, no interior do núcleo atômico. 


NoTA SÔBRE O SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES. O sistema de unidades 
em uso no Brasil é o Sistema Internacional de Unidades (Unidades SI) cuja adoção foi 
feita pelo Decreto-lei n.º 52.423 de 30/8/1963. 


As unidades fundamentais dêste sistema são o comprimento (m), massa (kg), 
tempo (s) e intensidade de corrente elétrica (ampêre). 


O amptre é a intensidade de uma corrente elétrica invariável que, mantida em 
dois condutores paralelos, retilíneos, de comprimento infinito e de área de secção trans- 
versal insignificante e situados no vácuo a um metro de distância um do outro, produz 
entre êsses condutores uma fôrça igual a 2 X 10-7 newtons por metro de comprimento 
dos condutores. 


No sistema SI a unidade de carga elétrica é o coulomb — quantidade de ele- 
tricidade que atravessa durante um segundo uma secção transversal qualquer de um 
condutor percorrido por uma corrente de intensidade invariável igual a um ampêre. 
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5. 4 validade da lei de Coulomb 


As experiências de Coulomb estabelecem a variação da fôrça com 
a distância entre as cargas e com o seu valor. A rigor, elas não dizem nada 
sôbre o verdadeiro caráter da fôrça: é esta fôrça um vetor como a fôrça 
gravitacional? No caso da atração gravitacional entre duas massas 
pontuais m) em a uma distância r a fôrça é 


—s 
mimos 


y2 


F =G 


r 
r 


e como m; e ms são dois escalares, isto é, números que são atribuídos às 
—, 
massas e não dependem da sua interação com as outras, F é um vetor, 
—>, 
por ser proporcional ao vetor deslocamento r, que é o protótipo do vetor 
oa Edna de E = 
(ro = é um vetor de módulo unitário com a direção e o sentido de r). 


Podemos pois escrever 














-— -, 
Put 
ne Assume-se implicitamente 
A ao escrever a expressão acima 
as SN que a fôrça entre duas massas 
mas? Es não tem “caráter saturante”, isto 
À é, se aproximarmos uma terceira 
V e massa ma, ela também será 
V “ms (E) atraída por fôórças do mesmo 
me RE re quieres acid da à “G tipo: a presença de outras 
e massas não afeta a fôrça origi- 
(Fa) nalmente existente entre duas 
Fra. 5 delas (fig. 5) 
- - - 
(Pino = GH 12 (Piso = GPS Tio (pos)g = q Bm es 
no “12 3 “13 ro3 “28 
dz 
L 
Para o caso das fôrças de Coulomb , 
assume-se que o mesmo é verdadeiro. Escre- = se 
ver, portanto, a lei de Coulomb entre 2 ear 
cargas pontuais q e q2 como (fig. 6) Ze 
+ 
= q, o 
1 qigo Tis 
Fis des RR Z 


"12 
EE Fia. 6 
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é uma hipótese de trabalho que deverá ser confirmada por experiências 
posteriores, o que efetivamente ocorre(*). 


Se tivermos agora três cargas próximas (fig. 7) 

















qz 
Rs A 
F o o gigz ri ON 
Er = 47eo 2 712 Z N 
12 V N 
= / N as 
r 
127 Nas 
= / 
Fos = a dedo. se os N 
23 e N qs —s 
ass E rio ria la a E AS Fis 
q, Tr. 
Rs 13 
— 1 r —s 
Fis = TT ai e Fa 
mx 
Ato e Fira. 7 
A fôrça total na carga 3, por exemplo, é então 
1 r: 1 E 
ie ais o q273 T23 Q1q3 Ti13 
Fa = Fa3 + Fis = o OE = o 
dreo To9 723 Áreo "13 "13 


A parte da lei de Coulomb que dá a dependência com o inverso do 
quadrado da distância é bem verificada por experiências diretas, mas 
não é fácil obter uma grande precisão em experiências do tipo da de 
Coulomb por que não existem cargas pontuais, c o que se usa nela são 
pequenas esferas carregadas. Como a fôrça de Coulomb é tão intensa, 
quando se aproximam duas esferas carregadas, a fôrça existente entre elas 
altera a distribuição das cargas nas esferas, o que perturba a experiência. 
Existem porém experiências que testam certas consequências da lei de 
Coulomb; elas nos ensinam que o expoente que aparece na lei de Coulomb 
está compreendido entre 2,000000002 e 1,999999998. 


Quanto ao intervalo de validade da lei do inverso do quadrado da 
distância pode-se dizer que é enorme. Tudo indica que a lei é válida 


(*) Há muitas fôrças na natureza que não são como as fôrças gravitacionais e elétricas; muitas destas 
fôórças apresentam a propriedade de saturação (como as esponjas que só podem absorver uma certa quanti- 
dade de água). Uma mola é um exemplo disso; se distendermos uma mola com uma pequena fôrça jf, ela 
aumenta seu comprimento de uma distância z,. 


Ji= k z,; k é à constante elástica da mola. 
Para outra pequena fôrça f, 
fo = kz, 
Se aplicarmos porém f, e f2 ao mesmo tempo é possível que a mola se deforme de tal forma que 


th + fo * k(z, + 25) 
As fôrças que atuam nos compostos químicos também 'saturam'. 


Um átomo de oxigênio na água só consegue atrair dois átomos de hidrogênio, formando água, que se 
escreve como H20. Se um terceiro átomo de H fôr aproximado do O êle não será atraído; o oxigênio está 
suturado. 
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no interior do núcleo atômico (distâncias da ordem de 10-!Sem). Esta 
evidência é obtida estudando colisões de partículas carregadas (2 prótons 
por exemplo). Para distâncias grandes (muitos quilômetros) a evidência 
é indireta e decorre da precisão com que consequências das leis da 
eletricidade (como a velocidade prevista de propagação das ondas eletro- 
magnéticas) concordam com a experiência. 


Da lei de Coulomb (e do seu corolário, o teorema de Gauss) decorre 
que a carga no interior de um condutor é sempre zero (ver capítulos 11 
e vi). Pode-se demonstrar que o inverso também é verdadeiro, isto é, 
que da ausência de carga no interior de um condutor decorre que a lei 


de Coulomb é verdadeira(*). 


Êste teorema foi demonstrado por Laplace para um condutor esfé- 
rico e Maxwell realizou experiências para verificá-lo(**): escrevendo a 


fa É Enio al K 
dependência da lei de Coulomb com a distância como — 7» Maxwell 
1 


21.600 
A experiência é a seguinte: duas superfícies esféricas concêntricas são 
isoladas uma da outra; contato elétrico pode ser estabelecido entre 
elas por uma portinhola adequada 
B. A experiência é feita eletrifi- 
e — cando a esfera externa (com a 
portinhola B fechada) isto é, em 
contato elétrico com a interna 
a (fig. 8). 
Em seguida a portinhola é 
aberta e o condutor externo é 
descarregado; verifica-se então se 
existem cargas na esfera interna 
ligando-a a um eletroscópio sen- 
sível; o resultado da experiência 
é que nenhuma carga se encontra 
Fic. 8 sôbre ela. 


mostrou que p < 








SSI) É 


ES 


EXERCÍCIOS 


(Raio do átomo de Bohr = (0,529 X 10-8em.) 


1. Imagine que no átomo de hidrogênio de Bohr agisse apenas a fôrça gravitacional 
entre o próton e o elétron, que não teriam cargas. Calcule a velocidade que o elétron 
deveria ter para girar na mesma órbita em que gira no átomo de Bohr (próton e 
elétron carregados). 


(*) Prova da validade da lei de Coulomb (The Mathematical Theory of Eletricity and Magnetism 
James Jeans — Cambridge University Press, 1927, pág. 37). 


(**) Para uma versão moderna desta experiência ver S. J. PLimproN e W. E. LAwTON, Physical 
Review, 50, 1.066 (1936). 
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Solução: 


1 e? mev? 
€ 
— — = me é a massa do elétron 
Áreo TE TE 





E 


2 2 
v - ( E ) ms 2.200km/s 


d4reo MerE 








O tempo para que o elétron dê uma volta completa em tôrno do núcleo é 


— 2m X 0,53 X 10-10 + dis 
E = 22 X 108 e 1,5 X 10716s 





No átomo em que age apenas a fôrça gravitacional 


Mme my? 

Ê re? Tg 
1 

v = qo te ) : 

Mera 
Se rg=rp 
1 
6,67 X 10-11 1. À X 1031N — 
, 


O tempo que êste elétron levaria para dar uma volta completa em tôrno do núcleo é 


— 2m X 0,53 X 10-10 


tg 5 X 10-14 


o 0,6 X 104s 


2. Duas partículas de massa m e carga q são suspensas do mesmo ponto por dois fios 
de comprimento l. Mostre que a inclinação 0 de cada fio é dada por 


l6reo mg I2 sento = q? cos0 
Solução: 
A condição de equilíbrio é (fig. 9): 


f=mgtg 0; fé a fôrça de repulsão coulombiana 








1 q? sen 6 
di O ua mg 
47eo (27)? cos 0 
Mas 
r = | sen g 
Então 
1 q? = sen 6 
4reo 412 sen20 cos 6 





l6reo mg 2 sen 0 = q2 cos 0 Fia. 9 
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3. Um próton é lançado numa direção perpendicular à linha que passa por dois ou- 
tros prótons fixos situados a uma distância 2h um do outro (fig. 10). 


Em que ponto da trajetória a fôrça que atua sôbre o próton em movimento é máxima? 





.a+e 
e 4 
— a 
-- nte — 
Próton E to. 
> ass a aa do pe para 
v 
le lh 
a | 
N+e 
Fira. 10 
Solução: 
A fôrça de cada próton fixo sôbre o próton móvel é 
1 q? 
J = 47eo r2 


A única componente efetiva é a que tem a direção do movimento (as outras 
componentes se cancelam) 

1 q? 

fer E dreo r2 





cos 60 
Lx =rcosb6 


A fôrça total dos dois prótons é então 


2 =h2 + 22 
93 =(h2 4 q2)3/2 
Lil 
1 z 
— 2 — Ee E 
a 27€0 1 (h2 + 22)3!2 a [1 + (5 ). e 









F 
y io 
Pod CM us, 
E y 
233 . dF 
(1+y2)%a O maximo se obtém para 2 0 
| E 
x que ocorre para v=N5 
11 o 2 3 4 5 | 
a h 
] = —— (fig. 11). 
2 ou seja, 1 o (fig ) 


Fia. 1] 
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4. Uma carga q = 2X 10-8C é dividida em duas cargas puntiformes de valôres q1 


õ. 


e q - q1, colocadas a uma distância d = 1,00m uma da outra, no vácuo. Pede-se 
determinar as duas parcelas da carga q que, na situação acima especificada, dão 
uma fôrça ae repulsão máxima, e o valor desta fôrça. 

Solução: 


A fôrça de repulsão entre duas cargas puntiformes q: € q — q1, no vácuo, tem 
módulo 


— qu(g-a1) 
F o 4reçd? 


Como desejamos o valor de q: (ou q-g1) correspondente ao máximo de F, temos 





dF qq — gqêmn 6 
dq 4regd? 4xeod? 

ou q-2q =0, 

isto é, q: = = e q-qg1 = + 


A carga q, no caso de máxima repulsão entre as parcelas, deve ser dividida 
em duas cargas iguais. 


Trata-se de um máximo e não de um mínimo pois, continuando a derivação, 
obtemos 
d2F Z 
2 = “0! 


Numêricamente 


| q: = 1X 10-50 | e [am =1X10-5C 


A fôrça de repulsão terá então intensidade 


[FP =09N | 


(Eletrostática — Problemas resolvidos — Eduardo WiILNER 1968) 


O átomo de hidrogênio de Bohr é formado por um próton e um elétron orbital. 
Calcule as fôrças de atração elétrica e gravitacional, entre essas partículas. Con- 
sulte a tabela 1 para obter os valôres numéricos necessários ao cálculo. 


Os metais possuem cêrca de 1022 elétrons livres por centímetro cúbico. Calcule 
a carga elétrica com que ficaria um centímetro cúbico de metal se fôssem retirados 
todos os elétrons livres. Você considera grande essa carga? Seria realizável essa 
experiência ? 
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7. Compare a repulsão elétrica de dois elétrons separados pela distância r, com a fôrça 
de atração gravitacional entre êles. Qual deveria ser a massa do elétron para que 
essas fôrças se anulassem? 


8. Qual é a fôrça elétrica resultante numa carga unitária positiva colocada no centro 
de um quadrado de lado b que tem cargas q, 2q, —4q e 2q colocadas nessa ordem 
nos quatro vértices. 


9. Dois balões iguais, cheios de hélio, presos a uma massa de 5g, flutuam em equilíbrio 
como se vê no diagrama (fig. 12). Há uma carga Q em cada balão. 


Determine o valor de Q em coulombs e em ues. 


Resp.: 0,55 uC; 1.660 ues 
60 cm / 


É 


O 
O 
f 
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CAMPO ELÉTRICO 





1. Campo elétrico 


Consideremos 2 cargas elétricas fixas q e qo, sendo go<<q. À carga 
go é positiva. A fôrça de Coulomb que q exerce sôbre qo é 
— 


F 1º qgo 


r 
4reo 12 1 





onde 7 é a distância entre elas. 


A fôrça por unidade de carga em qo é pois 


—— "1. = DD. — O O 


—s 
Denominamos êste nôvo vetor campo elétrico E que a carga q cria 
no ponto onde se encontra a carga qo(*). Esta definição associa a cada 


ponto do espaço que envolve q um vetor (vetor campo elétrico) E = se 


fo 

que pode ser considerado uma propriedade do ponto. Uma carga que 
—s 

seja aí colocada sofre uma .fôrça de E vêzes o valor da carga. Podemos 
então pensar que o espaço em tôrno de q se tornou diferente quando 
esta carga foi aí introduzida: esta mudança é descrita dizendo-se que 
foi criado um campo em tôrno de q. “Tudo se passa como se houvesse 
um estado de tensão no espaço após a introdução da carga q. 


É claro que se tivermos N cargas fixas q1, q1 . .. qw atuando sôbre qo 
N — 

E a l Qi Tio. 

E = >, CDE Cane 


E Ame Fr; : 





esta expressão para o campo elétrico será generalizada mais adiante. 


(*) O campo elétrico é medido em newtons/coulombs. 
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O que é realmente útil na definição de campo elétrico é o fato de 
êle ser uma propriedade local do campo, isto é, independente da carga 
que é colocada naquele ponto. Esta independência depende da hipótese 
que fizemos anteriormente no fim do capítulo anterior: supomos que a 
aproximação de uma nova carga, num sistema de cargas, não altera as 
fôrças que existiam anteriormente mas apenas adiciona novas fôrças. 
Se a presença de uma nova carga alterasse muito a distribuição original 
o valor da definição do campo elétrico diminuiria considerivelmente. 
É claro, também, que as cargas que criam um campo devem ser consi- 
deradas fixas, porque caso contrário a introdução de cargas novas alteraria 
sua posição. 


Exemplo: CARGA FIXA 


a) Calcule o campo elétrico que uma carga  +0,086AC 
elétrica positiva fixa de 0,086 ucoulombs 





cria num ponto P situado a 1 metro de ne + Q 01p€ 
distância, onde está colocada uma carga GS MS vo 
fixa de 0,01 ucoulombs (fig. 13). 
Eq -—12 
Varia se COTA Fio. 13 
Áreo 12 
[F | 0,086 X 10-8 1 
X — 
|E, | = 0,01 X 10-56 = ND Eds 770 newtons/coulombs 


b) Se a carga de 0,086 ucoulomb não está fixa mas prêsa na ponta de uma mola 
de constante k = 6,4 X 10-85 N/m, que pode ser comprimida, o que se tem 









é (fig. 14): 
1 0,086 X 0,01 
iss a OS 10-12 
4reo (1 + 2)? x 
e F = kg 
CARGA MÓVEL 
l 1 
1+0,086AC e dia 
SITUAÇÃO o ati Rar ab 100 US 
INICIAL E id an 
1 
! | 
! | 
I ! 
I i 
I | 
I | 
E | 
+ 0,044C 
E + 0,0864C à 
SITUAÇÃO Golias o dd, sa88 el Voto mo fndRa aro sf od 
FINAL E am ue 
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A solução destas duas equações permite verificar que z = 0,Im. O nôvo campo 
elétrico na carga de 0,01 uC é de E» = 636 newtons/coulombs. Neste exemplo o campo 
em P muda por não ser fixa a posição da carga que cria o campo. Os problemas real- 
mente complicados de distribuição de cargas serão aquêles em que as cargas são móveis 
ce podem se rearranjar sob a ação de novas cargas. 


2. Linhas de fórça 


Como o campo elétrico criado por uma ou por um sistema de cargas 
fixas é uma propriedade de cada ponto P(x, y, 2, 1?) do espaço, é possível 
introduzir um nôvo conceito: o de linha de fórça. fiste conceito é devido 
à Faraday, que assimilava o espaço em tôrno de cargas eletrizadas como 
submetido a um estado de tensão especial. As linhas de fôrça são curvas 
no espaço tangentes em = 
cada ponto P (x, y, 2, t) E 
ao campo elétrico naquele 
ponto (fig. 15). 

Se tivéssemos uma dP 
carga elétrica cujo movi- 
mento num certo meio 
fôsse retardado por fôrças 
de atrito de modo que Fra. 15 
não pudesse adquirir um 
momento apreciável (isto é, tivesse sempre velocidade próxima de 
zero), então o movimento desta carga ocorreria ao longo de uma linha 
de fôrça, isto é, o seu movimento traçaria a linha de fôrça no espaço; 
da mesma forma se soltássemos um pequeno barquinho de papel num 
córrego, a sua trajetória seria a das linhas de corrente da água, desde que 
não adquirisse grande velocidade. 


As linhas de fôrça de uma carga isolada são as da figura abaixo 
(fig. 16). 


/ " ” N 
/ o; a) E N / 5 Pl nd q N 
/ f N / É N 
/ A ! A 
À | 
À ! A / / 
A N / / N N / 
N E a o ú / N n a q 7 / 
W 4 N L 
bs o aa a 


Fira. 16 


88 Fisica geral e experimental 


Vê-se nesta figura que a densidade de linhas (número de linhas de 
fôrça por unidade de área) é constante sôbre cada superfície esférica que 
envolve a carga; é claro, porém, que esta densidade diminui à medida 
que nos afastamos da carga, o que corresponde a campos elétricos cada 


: E l 
vez menos intensos porque o campo cai com 72" 


Êste é um ensinamento útil que se usa também em distribuições 
mais complicadas de carga: o número de linhas de fôrça é proporcional 
à intensidade do campo. Assim sendo, podemos traçar tantas linhas de 
fórça por unidade de área quan- 
to quisermos, mas uma vez fei- 
to Isto num ponto do espaço o 
mesmo critério deve ser seguido 
para todos. 


Num campo uniforme as 
linhas de fôrça são paralelas e 
de densidade constante. Um 
plano infinito carregado com 
densidade uniforme de cargas 
é um exemplo de uma distri- 
buição que dá origem a um 
campo uniforme, como se pode 
ver por razões de simetria: com 
efeito, uma carga de prova posi- 
tiva abandonada na frente do 
plano afastar-se-á do plano e, como não há razão nenhuma para subir 
ou descer ou Ir para a direita ou para a esquerda, afastar-se-á ao 
longo de uma perpendicular ao plano que é a direção das linhas de 
fôrça (fig. 17). 





LLLLLAALEdA Adr At +++ 4 
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3. Equação das linhas de fórça 


Em notação vetorial a equação geral de uma linha de fôrça pode 
ser escrita como: 


— 


cmi, 
E A dP = 0 


Em coordenadas cartesianas: 


— —, —, —, 
E 7 (E, de - E,dy) 
—, —, — 
—>, 
dz dy de + (E. dy - E,dz) = 0 


pois 
— > —> + 
dP = dri + dyj + dek 
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Para que o determinante acima seja idênticamente igual a zero é preciso 
que cada componente seja separadamente igual a zero, donde decorre: 


dx dy dz 


E: E, E. 











3a. Exemplo de duas cargas pontuais iguais: 


Tomemos por exemplo duas 
cargas positivas iguais à distância 
va. Neste caso podemos discutir 
o problema no plano xy; o resulta- 
do deverá valer para qualquer outro 
plano que passe pelo eixo x (fig. 
18). 

O campo no ponto P é 











o 
E, = 1 q "1 
dáreo rá Tr1 

Ss 

ias et O 





4re 2 r 
0 "9 2 


Da figura acima vê-se que 














r+a 
1 
L-—a 
rá = (r-a)2? 4 y? (x-a) = r2 cos 02; cos 862 = E 
2 
— o y 
y = r; sen 01; sen 0 = — 
r1 
y 
y = ra sen 02; sen 02 = — 
T2 
As componentes x do campo são 
Ei; = E, cos 01 
Es, = E» cos 02 
; (x + ay3 + (z-ay 
q r+a z-—a q 2 1 
E, = E,; + Es, = ( 3 + ) = 3 3 
4T7eo e "9 4meo "1 79 


As componentes y são 
E,y = E, sen 0; 


Easy E: sen 02 
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e 3 3 
E -E + as ese 5) = 48 atoa 
E, — Eiy + Esy — E: r1 + Es» ro e 4reo u( ;3 + ,3 e Areo y p3 E: 
1 2 1 72 
Portanto, a equação das linhas de fôrça dy = E é 
dz E, 
3 3 3 3 
dy y(ro + 1) y(ro E 1) 





Sb. 


ema | —eetem e tem mto, 
— 


da (x + ara + (x - ar e (13 = 15) + a(r E 3) 


dy y 
Ro 3 3 
ii fo hi 
Tha 31.3 
1” +19 


Temos assim o coeficiente angular de 
cada linha de fôrça em cada ponto do 
campo. Um gráfico das linhas de fôrça 
neste caso é visto na fig. 19. 


Exemplo de duas cargas pontuais iguais, de sinais diferentes 
(dipolo elétrico, fig. 20): 





É fácil ver que 








E = q (ES L 5) q (x + aê - (2 - ars 
e 4reo 1) 1 Ee dáreo pá r 
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q 1 1 
seco) 
E áreo rá r 
Portanto 
dy o NB 
dx (x+ay3 — (x-ay$ 
dy Lo yo 
3 3 
ax a + 
t+a 3 3 
ES 


Um gráfico das linhas de fôrça vê-se na 
fig. 21. 


Uma propriedade geral das linhas de 
fôrça é que duas delas nunca se intersecam; 
com efeito, se isto ocorresse haveria duas 
direções do campo elétrico (isto é, as direções 
das 2 tangentes às linhas). Como a soma 
de 2 vetores (campos elétricos, no caso) dá 
sempre um vetor definido em direção e módulo, 
não é possível que o campo elétrico tenha 
> direções diferentes ao mesmo tempo e 
portanto não é possível a intersecção. 


4. Cálculo de campos elétricos 





4reo 
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3 3 
qu fan 


3 3 
"1 72 





u(r5 — 13) 





e(r5-18) + a(r5 +) 


) 


E 


( 
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Vamos generalizar agora o cálculo de campos elétricos para distri- 
huições contínuas de carga. Para isso é conveniente introduzir a densidade 


Z 


Fira. 22 





linear à, densidade su- 
PGy,D perficial oc e densidade 
volumétrica p de carga. 
Estas densidades são 
escalares, função da po- 
sição e com as dimen- 
sões de carga/unidade 
de comprimento, carga/ 
unidade de superfície e 
carga/unidade de volu- 
me respectivamente. 
Por simplicidade 
tomemos a densidade 
volumétrica p (x, y, 2); 
se considerarmos um 
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pequeno volume dv = dz dy dz a carga contida neste volume é 
p (x, y, 2) de du dz (fig. 22). 

Numa escola atômica as cargas são discretas e p (x, y, 2) varia 
descontinuamente de ponto a ponto, ora sendo zero em lugares onde não 
existe carga, ora tendo um valor finito onde existe carga; no entretanto, 
como existe uma enorme quantidade de cargas num corpo eletrizado 
qualquer podemos considerar o volume dv como sendo bem pequeno e 
contendo ainda um número enorme de cargas; p (x, y, 2) passa a ser 
realmente a densidade média das cargas no volume considerado; o que 
ocorre em cada uma das coordenadas é indicado na figura abaixo (fig. 23): 


PQ) 


DENSIDADE 


X 


Tia. 23 


Tendo então uma distribuição contínua de cargas representada por 
pp o ou À podemos calcular o campo num ponto qualquer do espaço 
somando as contribuições de todos os elementos do volume, superfície 
ou linha. 





—S+ —» —>, 
—>, 1 É o ? R x! , , = , E + > comp 
E(zx,y2) = f pude É Ri dv” = / pa Ed dv" pois r-7'=R 
Áreo R R | rI2 , 
V v r-=r'|2 |r-r' 


Se a densidade fôr su- 
perficial (cargas numa 
superfície, fig. 24) 


1 (atue) R 

= : oiT , uv”, 2" 

Ares Rº ri 
Ss 
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Para uma densidade linear 
(cargas numa linha, fig. 25) 


— 1 A(x”, y', 2) R 
E =—— — ——* — dl 
4reo f FR h 
L 





IxÉEMPLO 1. X 


—, 
A fig. 26 representa um anel de carga, de carga q e raio a. Determinar E, nos 
pontos do eixo do anel, a uma distância x do seu centro. 


Considere-se um elemento do anel, de comprimento dl, contendo uma carga ele- 
mentar dada por 


onde 2ra é à circunferência do anel. Ésse elemento produz um campo elétrico diferen- 
— 
cinl, dE, no ponto P. 
—s 
O campo E resultante em P, é obtido integrando-se os efeitos de todos os elementos 
que constituem o anel. Devido à simetria da figura, êsse campo resultante tem a direção 
—s 


do eixo do anel. Logo, apenas a componente de dE, paralela ao eixo, contribuirá para 





iG. 26 
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o resultado final. A outra, perpendicular ao eixo, será anulada pela componente igual 
e de sentido contrário, produzida pelo elemento diametralmente oposto (ou simétrico) 


do anel. 


A integral vetorial 
— 
-fã 
torna-se, assim, uma integral escalar 


= . 3 
= 4 TÁ dE cos 6 (14 é o versor na direção de x) 


O módulo dE é dado por 








1 qdl 
pras 4Teo = = E (E = 


Da figura, obtemos 
x 


Va? + 2? 





cos 0 = 


Observe-se que, para um dado ponto P, x será constante e terá o mesmo valor 
para todos os clementos de carga; portanto 


= =. qd x oa sf 
E - faz post + (2ma) (a? (a? +22) (a2 + w2)1!2 4reo. (2ma) (a? E RE E 
O valor da integral é simplesmente o comprimento da circunferência do anel 
(= 2ra), de modo que 
1 qz 
4reo (a? + q2)3!2 


E = 


Quando tivermos x >> a, poderemos desprezar a no denominador dessa equação, 





o que nos dará E 
1 q 
E Se o 
4reo qa 


Era de se esperar êste resultado porque, a distâncias suficientemente grandes, o 
anel se comporta como uma carga puntiforme q. 


ExempLo 2. — Carga linear. 
A fig. 27 representa um trecho de uma reta (infinita) de cargas cuja densida- 
de linear, (isto é, a carga por unidade de comprimento, expressa em coulombs/metros) 


tem um valor constante. 


—> 
Determinar o campo E a uma distância y da reta. 
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O miúdulo:-da contmbuicão dE. devida ão 








elemento de carga dq(=Adx) é dado por dE Rss s= a 
1 dq 1 Adz 
aus 4reo 1? “ 4reo y2+z?2 
pgs e 
O vetor dE, como a fig. 27 mostra, tem dE 


as componentes 


dE, = — dE sen 0 
e dE, = dE cos 0. 





O valor negativo de dB, indica que dk, rr ITR 
aponta no sentido negativo do eixo dos tz. As — dx 


componentes, segundo os eixos x ey, do vetor 


Fic. 27 
resultante E, no ponto P, são dadas por E 


z=-+o0 
E, = f dE, -f sen 6 dE 


Z=-—00 
Zz=+o0 
E, -f dE, = f cos 6 dE, 
Z=—00 


A componente E, deve ser nula porque cada elemento de carga, à direita da 
normal que passa por P, tem um clemento simétrico correspondente à esquerda tal que 
sua contribuição na direção do eixo dos x é igual e de sentido oposto, de modo que seus 


—+ 
efeitos se anulam mútuamente. Assim, E apontará exatamente na direção paralela 
no eixo dos y. Como são iguais entre si as contribuições para É, devidas aos elementos 
à sua direita e à sua esquerda, podemos escrever 


Zz=+ 00 
E-B,=-2 f cos 6 dE. 
z=0 


Observe-se que trocamos o limite inferior da integral e multiplicamo-la por dois. 


Substituindo, nessa equação, a expressão de dE, escrita anteriormente, vem 


g=-+o 


E ps cos 0 dis 
E ZTeo y2 +42 
2=0 


Pela fig. 27 vê-se que as grandezas 6 e x são dependentes uma da outra. Devemos 
eliminar uma delas como, por exemplo, x. A relação entre x e 0 é dada por 


LT = ytgo. 
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Diferenciando, obtém-se 


dz = y sec? 0 dê. 


Substituindo, no integrando, essas duas relações e simplificando vem, finalmente 


A 6= 
Z7eoy 
0= 


9)a 





cos 0 do. 
0 
Essa expressão integra-se fâcilmente, obtendo-se 


n/z À 





A 
E = sen 6 
Z7eoy 








2meoy 


0 


EXERCÍCIOS 


1. É dada uma camada esférica de raio r e espessura dr, eletrizada com densidade 
— 
volumétrica de carga p, constante. Calcular o campo dE produzido por essa dis- 
tribuição. 
2. Uma esfera de raio R é constituída por camadas concêntricas, esféricas, eletrizadas 
com densidade volumétrica de carga constante em cada camada, mas variável de 


—» 
uma para outra. Calcular o campo E resultante. 


3. Uma esfera apresenta-se eletrizada em cada ponto, com densidade volumétrica 
de carga p, função sômente da distância 7 do ponto ao centro da esfera. Determinar 


— 
essa função a fim de que o campo eletrostático E no interior da esfera tenha inten- 
sidade constante. 





E 4. Uma carga espacial de densidade cons- 
“ tante p ocupa um volume cilíndrico de 
E E, raio R e altura muito maior que o ralo. 
; Calcular o campo produzido. 
Bda 5. Duas cargas elétricas puntiformes, de 
re mesma intensidade e sinais opostos, *q e 
AR -q, separadas pela distância 2a consti- 
/ tuem um dipolo (fig. 28). 
4 
4 . . 
ae Calcular a intensidade do campo 
, > 
-q / +q elétrico E e verificar a relação 
SE dade E ueda E 9 
t 
Fira. 28 : 


6. Dois planos infinitos de cargas têm densidades uniformes co, e o2, respectivamente. 
São paralelos, separados pela distância a. Esboçar o diagrama cartesiano da inten- 
sidade do campo elétrico em função da distância, ao longo de uma reta perpendicular. 


7. Dois planos infinitos de cargas, de densidades uniformes o, e oz cortam-se per- 
pendicularmente. Esboçar as linhas de campo produzidas por essas distribuições. 


HI 


FLUXO DO CAMPO ELÉTRICO 





1. Fluxo 


Tomemos uma pequena superfície ds num campo elétrico (fig. 29) e 
desenhemos as linhas de fôrça que passam pelo contôrno desta área; se ds 
fôr suficientemente pequeno podemos supor que o campo elétrico é o mesmo 
em todos os pontos do contôrno: as linhas de fôrça serão, pois, aproximada- 
mente paralelas e o seu conjunto forma uma superfície aproximadamente 
cilíndrica com secção transversal que aumenta ou diminui ao longo das 
linhas de fôrça. EE como se tivéssemos um “tubo” dentro do qual passam 
outras linhas de fôrça, como o sangue que passa por dentro de uma veia; 
o que nos interessa aqui é obter uma medida do que passa dentro de um 
tubo de fórça (fig. 30). Em hidrodinâmica existe o problema análogo de 
saber qual é a vasão da água através de um tubo; o nome que se usa lá é o de 
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fluxo. Em eletricidade introduz-se também a noção de fluxo do campo 
elétrico, que é definido como 





Fira. 30 


—) 


—> 
dy = E.ds; 


+ — 
ds = n ds é um vetor cujo módulo é a área 
da superfície e cuja direção é a da normal 


à superfície; n é um versor. 


A normal a uma superfície que tem por 
contôrno uma curva simples é definida da 
seguinte forma: se a curva é percorrida no 
sentido anti-horário, a normal aponta no sen- 
tido em que um saca-rôlhas avançaria (regra 
de Maxwell). Em outras palavras, se um 
observador percorre a curva mantendo a 
superfície à sua esquerda, a normal aponta 
no sentido da cabeça do observador (fig. 31). 
Se a superfície fôr fechada, isto é, se não tiver 


—s 
um contôrno, adota-se para n o sentido de 


dentro fpara fora da superfície. 


Fia. 31 





Fig. 32 


Se a superfície é finita podemos somar tôdas as contribuições ao fluxo 
provindas de todos os elementos ds da superfície (fig. 32), o que se 


escreve como. 


o =fE.i=[E ds cos 0 
s Ss 
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O fluxo do campo elétrico mede a quantidade total de linhas de 
fôórça que passam pela superfície; observe que ds cos 6 é a projeção do 


vetor ds na direção do campo E. A analogia entre campo elétrico e linhas' 
de corrente num líquido que escoa está implícita na definição de fluxo; 
esta analogia foi introduzida por Faraday nos seus estudos de eletricidade. 


Quando a superfície S é uma superfície simples, como a superfície 
esférica que envolve uma carga que está no seu centro, o cálculo do fluxo 
q sôbre a esfera é muito fácil (fig.33). 


é = [Eis = 
s 


= 1 q 
E = a 


4reo 





s|s4 


—+ 
ds = ds 


E da ER 
é 4repr? f ds €0 
s 


Nora — Se desenharmos as linhas de tal 
forma que o seu número por unidade de área, 
na direção normal às linhas de fôrça, seja numê- 
ricamente igual ao valor do campo elétrico, o 


fluxo elétrico passa a ser medido em número Fra. 33 
de linhas 


—» 
r 
r 


* co : 
qé-see-reto 





- n.º de linhas de fôrça 
metro” 


[4] 


X metro? = n.º de linhas de fôrça. 


Por exemplo, o fluxo total que se origina num Coulomb é de 


E ie e 11 ] 
4 =: 885 X 101 1,13 X 1011! linhas 


A densidade de linhas numa esfera de 1 metro de raio é 


+ o 1,13 XxX 1011 
gar? 47 





= 9 X 10º linhas/metro? 


Note que neste caso o fluxo é independente do tamanho da esfera. 


O problema que parece assustador é calcular & quando a superfície 
é irregular. Demonstraremos logo a seguir que em geral não é preciso 
calcular explicitamente a integral para obter o fluxo total através de 
uma superfície fechada. 
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2. Teorema de Gauss 


Consideremos uma carga pontual q interna a uma superfície 
fechada S (fig. 34). 





Fia. 34 


O fluxo do campo elétrico criado por esta carga através de uma superfície 
ds é: 











> = 
> > 
do = E.ds = —4. To 
4reo Tt? 
uma vez que 
E=-"—.— — = 
dreo r2 dreo 1? o 


- - 
onde ro é o versor (vetor de módulo unitário) na direção de r. 


Então 


s 0 E nin R ii Er 
pois a a por definição é o ângulo sólido que a superfície ds inter- 





seca. 


Como a superfície é fechada, o fluxo total & é igual à 


= q 
é d4reo f Es 
Ss 
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onde a integral é o ângulo sólido da superfície tôda que envolve a carga. 


Obviamente 
f dy = 47 
8 











-— — q E 
4 = + E.ds = (a carga q é interna à superff- 
€o cie fechada) 





Fia. 35 


Se o ponto onde a carga se encontra é externo à superfície (fig. 35), 
cada cone infinitesimal de ângulo sólido dw corta a superfície um número 
par de vêzes, cada uma das intersecções fazendo contribuições iguais 
mas de sinal contrário a dw; portanto 


&% - f Eds = () (a carga é externa à superfície 
fechada) 


Outra maneira de dizer a mesma coisa é lembrar que para cada 


dsz cos 62 .. a nas ds; cos 01 
——s”— existe um outro ângulo sólido —-— 


"92 " 


ângulo sólido igual e de 


sinal contrário. 


Se em lugar de uma carga pontual tivermos muitas cargas discretas 
ou uma distribuição contínua de cargas, podemos dividir a carga em 
infinitésimos e somar (ou integrar) suas contribuições 


N 


> 1 1 
pois Retido 
€o I=1 €q 


onde E é O campo total criado pela distribuição de cargas. 
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Éste é o teorema de Gauss: 


O fluxo & do campo elétrico através de qualquer superfície fechada é 
igual à carga total interna à superfície (dividida por eo). 


> > 1 
8 =P Ed = -|fpadv 
€o 
s 





A demonstração da lei acima baseia-se como vimos na lei do inverso 
do quadrado da distância; o mesmo teorema é válido para qualquer 


e “ 1 sm, e e 
lei do tipo —-» como a atração gravitacional. 
. a . . A º 1 
A lei de Gauss não valeria se a lei de Coulomb fôsse do tipo —-: 


Neste caso, considerando uma esfera de raio R que envolvesse uma carga, 
teríamos 














4reo R$ 4reo R3 €o 


2 
pf dE dA 
Ss 


e o fluxo não seria independente do raio como no caso da lei de Gauss. 


A lei de Gauss nos dá também uma nova visão dos problemas de 
eletrostática: a lei de Coulomb nos diz como calcular o campo uma vez 
dadas as cargas. A lei de Gauss pelo contrário nos diz como calcular as 
cargas dado o campo numa região do espaço. 


Esta relação será desenvolvida mais adiante. 


Em casos onde a geometria é particularmente simples pode-se efetuar 
explicitamente o cálculo da integral que aparece na lei de Gauss e obter 


—+ 
o campo E. 


3. Exemplos de cálculo do campo E 
usando a lei de Gauss 


Exempro 1. Distribuição de cargas com simetria esférica. — A fig. 36 
mostra uma distribuição esférica de cargas de raio R. A densidade de carga (isto é, a 
carga por unidade de volume, medida em C/m3) em qualquer ponto depende sômente 
da distância dêste ao centro e não da direção radial considerada. Determinar E em um 
ponto (a) externo e (b) interno ao conjunto das cargas. 

Aplicando-se a lei de Gauss à superfície esférica gaussiana de raio r da fig. 36a 
obtém-se: 


1 q 
E = se 
47eo r2 
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onde q é a carga total. Logo, nos pontos externos a uma distribuição de cargas de simetria 
esférica, o campo elétrico tem o valor idêntico ao que seria produzido se tôda a carga 
fôsse concentrada em seu centro. 





(a) (b) 
Fra. 36 


A fig. 36b mostra uma superfície gaussiana esférica de raio r desenhada internamente 
à distribuição de cargas. Como não há nenhuma direção privilegiada podemos assumir 
que o campo é radial, de módulo constante sôbre a superfície da esfera. A lei de Gauss 


dá: 
> 
co E.ds = E (4mr2) = q! 


ou , 
fis ssraas 


áreo r2 





onde q' é a fração de q, contida na esfera de raio r. O restante de q, situado fora dessa 
esfera, não contribui para o valor de E existente a uma distância r do centro. Isto cor- 
responde ao fato de que uma camada esférica de matéria não exerce fôrça gravitacional 
sôbre um corpo encerrado em seu interior. * 


Um caso interessante de distribuição de carga de simetria esférica é o de uma esfera 
uniformemente carregada. A densidade de carga p teria um valor constante em todos 
os pontos internos à esfera de raio R e seria nula em todos os pontos externos. Para os 
pontos internos a tal esfera, a fração de carga será 


sr r3 
q =q—— 
'97 Rº 


o) 


ou 
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sendo E rR3 o volume total onde se acha distribuída a carga. A fórmula de E, então, 
será 
1 qr 


É qo RE 


Este campo se anula, como devia ser, para r = 0. 


ExEMPLO 2. O modêlo atômico de Thomson. — No comêço do século supu- 
nha-se que a carga positiva do átomo se achava distribuída uniformemente dentro de 
uma esfera de raio aproximadamente igual a 1,0 X 10-10m, isto é, ao longo de todo o 
átomo. Calcular a intensidade do campo elétrico na superfície de um átomo de ouro 
(Z = 79) de acôrdo com esta hipótese. Desprezar o efeito dos elétrons. 

À carga positiva do átomo é igual à Ze, ou seja, (79) (1,6 X 10-19C). O valor de E 
na superfície é 


1 q (9,0 X 10º N.m?2/C2) (79) (1,6 X 10-19C) 
E=0Dm.D=DDDlDD—— LO E 1013 : 
d4reo 72 (1,0 X 10-10m)2 1,1 x 1013 N/C 


A fig. 37 é o gráfico de E 

em função da distância ao centro 

ê 0.8 do átomo construído, usando-se 
€ as fórmulas do exemplo 1. Vemos 
"o que E tem o seu valor máximo na 
ui superfície e decresce linearmente 
até anular-se no centro. Externa- 

“a To 0 so Mente à esfera, E diminui propor- 
r,107!º metros cionalmente ao inverso do qua- 


Fra. 37 drado da distância. 


ExemPpLO 3. Distribuição retilinea de carga. — A fig. 38 mostra um trecho 
de uma haste infinita carregada, de densidade linear constante de carga. Obter a fórmula 
de E, em um ponto situado a uma distância r da linha. 

Devido à simetria, o campo E, produzido por uma distribuição retilínea 
(infinita) uniforme de cargas só poderá ser radial. Como superfície gaussiana, 
utilizaremos a de um cilindro circular (de 


raio y e comprimento h), fechado em E 

cada extremidade por placas circulares 

normais ao eixo. O módulo do campo, SIS TETAS 

E, é constante em todos os pontos da sa E) ES 
superfícic cilíndrica e, portanto, o fluxo FLIrPH+r+r+r++H++ 
de E que a atravessa éigual a E(2myh), Tv to To TO. 
sendo 2ryh a sua área. É nulo o fluxo 1 a N Ê 
através das placas circulares, porque E ae e da q pio 


é perpendicular à normal à superfície, PES 


em todos os seus pontos. Fic. 38 
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A carga contida dentro da superfície gaussiana da fig. 38 é igual a Ah. A lei de 


Gauss que sabemos ser 
> > 
€o E.ds = q, 


eoE(Qmyh) = MM, 


torna-se, então 


donde 


E A 


27€0Y 


Note-se que é muito mais simples esta solução (usando a lei de Gauss) do que apelar 
para métodos de integração, como foi feito no cap. 2. Observe-se, também, que o uso 
da lei de Gauss só é possível se escolhermos ums, superfície gaussiana que permita tirar 
vantagem integral da simetria do campo. 


ExEeMmPLO 4. Distribuição plana de carga. — A fig. 39 mostra um trecho de um 
plano (infinito) de carga, não-condutor, de densidade superfícial de carga (isto é, carga 
por unidade de área, medida em C/m2) constante. Qual o valor de E a uma distância 
r do plano? 

À superfície gaussiana conveniente, neste caso, é a de um cilindro (de seção reta 
de área 4 e de altura 27) disposto de modo a atravessar o plano de carga, como se vê 
na figura. Devido à simetria, o campo E será perpendicular às bases do cilindro e apontará 
para fora, de cada lado do plano. Visto como E não atravessa a superfície lateral do 
cilindro, esta não contribui para o fluxo. Logo, à lei de Gauss, 


> 5 
co P Eds = q 


eo(EA + EA) = 04, 


torna-se 


onde c4 é a carga contida dentro da superfície 
gaussiana. Daí 


o 
E = De 
Observe-se que o valor de E é igual para todos 
os pontos, de ambos os lados do plano. Embora 
um plano (infinito) de carga não exista fisica- 
mente, esta dedução continua válida na prática, 
se considerarmos sômente pontos afastados das 
bordas e bastante próximos do plano, em relação 
às suas dimensões. Fia. 39 
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Nota sôbre a aplicação do teorema de Gauss 


Nos problemas acima (e em outros que se encontram comumente) desenham-se 
superfícies de Gauss sóbre as quais existem cargas, apesar do teorema se referir especi- 
ficamente a superfícies que envolvem as cargas. Isto não causa realmente dificuldades 
pela razão seguinte: se a distribuição das cargas é num volume V como no exemplo 1 
e à superfície de Gauss é interna ao volume, a carga que se encontra sôbre ela tem um 
valor global extremamente baixo, porque a superfície de Gauss é suposta de espessura 
zero na qual a carga total é desprezível diante da carga que se encontra no volume 
finito. 

O mesmo ocorre no exemplo 4, em que a carga que se encontra sôbre a superfície 
é a de uma linha circular e portanto desprezível diante da carga no disco interno à 
superfície. 


EXERCÍCIOS 


1. Uma carga puntiforme +q está localizada no centro de uma superfície cúbica de 
aresta a. Calcular o fluxo eletrostático numa das faces do cubo, aplicando a lei 
de Gauss. 


2. Mesmo problema anterior, calculando diretamente a integral 


4 = E.n ds. 
Ss 


3. Uma carga puntiforme +q está à distância 0,75a de um disco de raio a, sôbre seu 
eixo de simetria. Calcular o fluxo na superfície do disco. Determinar o local onde 
deve ser colocada outra carga puntiforme q” = + 0,5q para que o fluxo resultante 
no disco seja prâticamente nulo. 


4. Uma distribuição volumétrica esférica de cargas tem raio R = 8,0cm e densidade 
p = 0,50u0/m3. Calcular o fluxo produzido por essa distribuição numa superfície 
esférica de raio Rº = 0,4cm, concêntrica à distribuição. 


Aplicando a lei de Gauss, calcular o campo produzido por um cilindro de raio R 
e comprimento muito grande, uniformemente eletrizado com densidade p, num 
ponto à distância R' > R, do seu eixo. 


Leda | 


6. A densidade volumétrica de cargas de um cilindro longo eletrizado é dada pela 
expressão: 


u 
p = po EB para O<usxB 


p=0 para u>B 


onde po e B são constantes, e é a base dos logaritmos neperianos eu é a distância 
do ponto considerado ao eixo do cilindro. Calcular o campo elétrico produzido 
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Dorada ne E B 
por essa distribuição de cargas num ponto definido por u = 2 e num ponto 


definido por u = 2B. Estender o resultado para o caso de u> o. 


7. Em cursos anteriores estuda-se o condensador plano como formado por dois planos 
infinitos de carga, paralelos, com densidades superficiais uniformes iguais e de sinal 
contrário. Sejam o, =-— o» = 0,50u0/m? essas densidades. Demonstrar pela lei 
de Gauss que o campo entre as placas é constante. Calcular êsse campo. Demonstrar 
que fora das placas o campo é nulo. 


IV 


O POTENCIAL ELÉTRICO 





1. Potencial elétrico 


Suponhamos que num ponto P (x, y, 2) de um campo elétrico exista 
uma pequena carga elétrica qo; nestas condições a carga constitui uma 
reserva de energia, esta energia sendo igual ao trabalho (positivo ou 
negativo) que teve que ser realizado para trazer a carga qo ao ponto P, 
em oposição às repulsões e atrações do campo. Assumimos aqui, como 
anteriormente, que a presença da carga qo não altera a posição das outras 
cargas. É claro que o trabalho dependerá do ponto inicial onde a carga qo 
se encontrava. 

Existe um ponto inicial muito conveniente para o cálculo dêste 
trabalho: êste ponto está no infinito, ou explicando melhor, numa posição 
tão afastada da região onde existe um campo que as fôrças repulsivas 
ou atrativas sejam zero. Adotando êste ponto como inicial define-se o 
potencial elétrico V(x,y,2) como sendo o trabalho por unidade de carga 
que deve ser realizado para trazê-la do infinito âquele ponto (*) (fig. 40). 

—s 


Se o campo é dado por E: 


P ss S 
Vet) =- [, E.dl 


o 


Note que se as cargas que criam o campo são positivas, a carga qo 
é repelida por elas, sendo necessário vencer esta repulsão para trazer a 


carga qo à P; para isto é preciso aplicar no corpo uma fôrça F E 
(por unidade de carga); esta é a origem do sinal — na definição de V. 
Observe que o valor de Vc (P) pode depender do caminho e usado na 
integração de E. di de o até o ponto P. 


Uma vez que se conheça Vo(P) o trabalho necessário para trazer 
uma carga qo do infinito ao ponto P é 


W = qo V(P) 








(*) A unidade do potencial elétrico é o volt, definido como sendo um joule/coulomb. 
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INFINITO 





Fra. 40 


Se o princípio da conservação da energia é valido no campo cletros- 
tático (o que não é óbvio “a priori”) o trabalho realizado para trazer 
uma carga do infinito ao ponto P deve ser o mesmo, qualquer que seja 
o caminho que escolhamos. Suponhamos que os trabalhos necessários 
fôssem diferentes para caminhos diferentes: digamos W, e Wa (fig. 41) 
e que W, > Wa. 






CAMINHO 1 : W, 


CAMINHO 2 : W, 





INFINITO 


Fia. 41 


Então, trazendo a carga do infinito ao ponto P pelo caminho 1 
(trabalho W1) e levando-a de volta pelo caminho 2 (trabalho W5), ganha- 
ríamos uma quantidade de trabalho Wi — Ws, o que é contrário ao princi- 
pio da conservação de energia; por conseguinte o potencial do ponto P 
deve ser o mesmo, qualquer que seja o caminho pelo qual êle é atingido. 
O potencial V (P) deve depender apenas das coordenadas do ponto P, 
isto é, o potencial é também uma propriedade local do campo. 


60 Física geral e experimental 


O lugar geométrico de todos os 
pontos de mesmo potencial num 
campo elétrico é chamado de super- 
fície equipotencial. Para uma carga 
isolada (fig. 42) é fácil ver que o 
potencial é uma propriedade local 
do campo: neste caso 


1 q 


E 
d4reo r2 








S/s) 


Se escolhermos uma direção ra- 
dial para trazer uma carga unitária 
ao ponto P teremos 





y 














P > P P 
Peso E dando MR sadia 
4reo qa r Áreo pê 4reo r co 
so od 
VP) = 4reo "Pp 


Resulta que o potencial é só função de rp; as superfícies equipo- 
tenciais, neste caso, são esferas de raio fp. 


É evidente neste caso que as linhas de fôrça são perpendiculares 
em cada ponto às superfícies equipotenciais. Em 3 dimensões o potencial 
de uma carga isolada é dado na fig. 43. Observe no exemplo acima que, 
desde que se parta da lei de Coulomb, podemos deduzir que o potencial 
só depende das coordenadas do ponto P. 
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O campo eletrostático de uma carga isolada é portanto conservativo, 
isto é, vale para êste campo o princípio da conservação de energia. 


A seguinte dúvida poderia surgir: será possível construir campos 
elétricos mais complicados em que isto não seja verdade? A experiência 
mostra que tal não ocorre e que o teorema da conservação de energia 
mecânica deve incluir também o trabalho das fôrças elétricas; caso 
contrário teria sido possível inventar um '“'motu continuo” envolvendo 
o movimento de cargas elétricas. 


2. Relação entre o vetor campo elétrico E 
e o potencial V(x, y, Z) 


Consideremos agora dois pontos próximos num campo eletrostático 
P;, e P> (fig. 44). Os potenciais de P; e P, se escrevem 


PS 5 p 
V(P) = —- f E. dl 2 


co 


Prp> > 
VP) = f E.di 


A diferença de potencial en- 
tre P; e P> se escreve pois: 


VevP)sPD= Ss E.di+ 





Pas > PS > 
+ E.dl = - f E.dl 
io Pa Fic. 44 
Se agora os pontos P; e Ps forem P (x,y )eP(zx + de, y + dy, 
= 
z + dz), de forma que a distância entre éles seja um infinitésimo dl 
—, - > > 
dl = idz + 3 dy + k dz, 
> o 
dV=-E.dl = -(E,dz + E,dy + Esdz) 
Para que um campo eletrostático seja conservativo é preciso que 
exista uma função potencial V (x, y, 2), de modo que a diferença de 


potencial só dependa de P; e P, e não do caminho seguido para passar 
de um ao outro 


P;> Ss Pi 
v=- f. E.dl=- dV = V(PD - V(P3) 
Ps Ps 
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Para que isto ocorra é preciso que 
> 5 
dV = - E.dl 


seja uma diferencial exata, isto é, que, 








9V 9V 9V 
V=t+r d+ d 
Portanto 
9V 9V oV 


Para que esta relação seja sempre verdadeira é preciso que 


oV 
ox 


oV 
Éy == a 
y 


0 9V 


dia dE SE 


oz 


E, = - 





Estas três equações são escritas sob forma vetorial como 
—) 
E = - grad V 


onde grad V é definido como o seguinte vetor 


> 9V -> 9V - 9V 
grad V = (1 Ee FI a + k E) 





Às componentes do campo derivam de V (x, y, 2) através das equações: 


o aco, 9V 


E, = - 





. — 


dr Mo dy" CP a 





Observe que daqui decorre o seguinte: derivando a 1.º destas em relação 
9 


azea sd. em relação a « 


E , 92V 9E, 92V 0E , E, 
aa e e jr) 
oz d20L E OL ox oz dond oz oz 

















e anàlogamente 


9E, as dE, 
dy 





dx Oy 
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Estas são condições necessárias e suficientes para que o campo seja 
conservativo (*). Dadas então as componentes de um campo pode-se 
verificar imediatamente se êle é conservativo ou não. 


ExEMPLO de campo conservativo 


E, = Ky 
E, = Kr 
E, = 0 


Como E, é igual a zero basta verificar se 


E, — 9E, 


ox dy 


o qu* efetivamente ocorre, pois 











= = KR 
SL dy 
ExEMPLO de campo não-csonservativo 
E, = Ky? 
E, = Kz? 
E 
a 2 Ky 
dy 
9Ey = 2Kr 
dx 


2 Ky x 2 Kx exceto nos pontos em que k = y. 


3. Significado físico do gradiente 


Podemos compreender melhor o significado físico do gradiente con- 
siderando de nôvo a expressão 


> 5 
dV = - E.dl 


Tomemos duas superfícies equipotenciais (duas esferas por exemplo, 
no caso de uma carga pontual), sendo dV a diferença de potencial entre 


—> 
(*) Observe que estas condições são as condições necessárias para que o rot E seja igual a zero. 
Com efeito 














rd KA e 
1 Í k 
> õ ô 9 > / 9Ey 9Ez > / 9Ez 9Ez > / 9Ey 0E x 
rot E = — —  —s | = 4 2) E ) é ( - o) 
ôz dy õz dz dy dz dr 9x dy 


—> 
Para que rot E = O é preciso que cada têrmo seja igual a zero. 
Diz-se por isso que a condição necessária e suficiente para que um campo elétrico seja conservativo 
Ss 


é que êle seja irrotacional (rot E = 0). 
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elas (fig. 45); partindo de um ponto A sôbre a superfície interna podemos 
passar para a superfície externa por vários caminhos dos quais AC e AB 
são um exemplo. Chamemos de 6 o ângulo que AB ou AC fazem com 
a direção radial (que é a direção do campo elétrico). dl é um dos 
caminhos AB ou AC. Então, genêricamente 





> > 
dV = - E.dl=- E dlecose6 
donde 
dV 1 
E “— d cos 6. 
ou seja 
dV 
Cao = - E cos 6 


O valor máximo do lado direito ocorre 
quando 6 = 0, isto é, quando o caminho 
escolhido fôr o que tem a direção radial 


o dVN o dv (*) 
ge Z) = dr 





Fia. 45 


máx. 


E 
A direção de E é aquela em que V cresce mais rápidamente. O gradiente 
é pois uma derivada direcional tomada segundo a direção em que V varia 
mais rápidamente. 

Em geografia usam-se 
frequentemente linhas de ní- 
vel para representar os pon- 
tos do terreno que possuem 
a mesma altura (fig. 46). 

De um ponto dado P 
pode-se subir uma monta- 
nha ao longo de diversos 
caminhos; o caminho mais 
curto, Isto é, o mais íngreme 
para passar de uma linha de 
nível a outra é a direção do 
gradiente(**). Bags 








(*) Esta relação mostra claramente que o campo elétrico pode ser expresso também em volts/metros 
além de newtons/coulombs como foi feito anteriormente. 


[volt] E [oule] - [newton] [metro] |  [mewton] 
[metro] [metro] (coulomb] [metro] [coulomb] [coulomb] 
(4%) É interessante lembrar aqui que os topógrafos ao fazerem o levantamento de uma região traçam 
as superfícies equipotenciais e não as linhas de declive máximo (que correspondem às linhas de fôrça). Para 


levantar as linhas de fôrça de um campo sem possibilidade de enganos seria preciso medir o campo em suces- 
sões de pontos suficientemente vizinhos uns dos outros. 
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Pode-se ver também, facilmente, que us linhas de fôrça são perpendicula- 
res às superfícies eqiipolenciass. 

Com efeito tomemos dois pontos máximos P e Q(PQ = d) sôbre a 
mesma superfície equipotencial V(P) = V(Q); então o trabalho para 
mover uma carga de P a Q é 


— 


VP) -VQ =-E.d =0 


dV — 
- E.dl.cos6 = 0 


dV 


Para que esta expressão seja sempre válida qualquer que seja d é 
preciso que 


cos 8 = 0, ouseja, 0 = 7/2 


O campo elétrico forma então um 
ângulo reto com a superfície egquipo- 
tencial (fig. 47). 

O gradiente de uma função es- 
calar pode ser definido independen- 
temente de qualquer sistema de 
coordenadas pela expressão 


-—s 
dV = grad V.dl 





isto é, como sendo aquela função 


dV que multiplicada escalarmente V> 
por di dá a diferencial dV da fun- V, 
Ção. Fra. 47 


4. Exemplos de cálculo de E a partir de V 


y 4.1. Potencial de 


um dipolo elétrico. 
Tomemos duas cargas 
+q e -qq ao longo do 
eixo dos x e a uma 
distância a uma da 
outra (fig. 48). 


O potencial em P 


q 1 1 
V= -—- o 
Seo ( r1 T2 ) 
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Mas 
=? + + a r cos 6 
rê = q? + -arcoso 
Então 
V = - = EG + + a r cos 6) 7 = (1º +T-ar cos 0)72 | 


Para pontos muito distantes 


a<<n> =2<<] 


podemos expandir os parênteses em série de Taylor(*) desprezando têrmos 
2 
de ordem de (=) 


Obtém-se assim 


a a ga cos 8 
= — l e | e 1 e “ces, es É» PS ai 
K 4reor ( 2r Eosa 2r Res ) 4reor? 


Vamos definir agora uma nova grandeza denominada de momento 
de dipolo 





—+, 
=qu 


que tem por módulo o produto de uma das cargas do dipolo pela distância 
entre elas e por direção a direção que vai da carga negativa para a 


positiva. 


Então 


Outra forma de escrever esta expressão do potencial 





1. + 1 
V = - ren p . grad — 
pois 
1 —+ 
r 
End a 


(*) A expansão em série de Taylor é a seguinte: 


dten=1 tas OD pp OD +. 
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Às componentes x e y do campo elétrico podem ser obtidas de V(x, y); 
para isto lembramos que 


2 =q22 +92 


r cos 0 = £ 


x 
0080 = (aê + yBir 
e portanto 
1 pr 
Me) = qe GP 
E,=- Co [a 1 ;) 
Re dx 4reo L(x2 + y2)5!2 (u2 4 y2)3!2 
ES DO args SPT 
, dy 4reo (x? + y?)5/2 
ou ainda 
E. - 1 qp(3cos2 0-1) 
e 4reo r3 
É, 1 3p sen 0 cos 0 


4reo r3 


Pode-se também calcular as compo- 
nentes do campo ao longo da direção 
radial r (E,) e na direção perpendicular 
à (E6) À 


oV 1 2p cos0 








9V 1 p sen 0 
ro d4reo r3 





A figura 49 mostra as superfícies 
equipotenciais de um dipolo (note que 
elas são em cada ponto perpendiculares Fra. 49 
às linhas de fôrça). 





4.2. Potencial de um fio longo carregado. Vimos anteriormente 
que o campo elétrico criado por uma distribuição linear de cargas é dado 
por 


A 


E = E, — dreoy 





onde À é a densidade linear de carga e y a distância ao fio. 
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O campo só tem uma componente E,, na direção normal ao fio; 


E, = 0. 
A diferença de potencial entre dois pontos P, e P> é (fig. 50): 


Pis —s Pi Pi 
VPD-V(P>) --f Bedis -f dr is -f Eudes 
Ps 











Ps Ps 
o. fm dy A v 
E Zme / RSA ny | = V(Pj)-V(P>) = — (Iny1 — Inyz) 
0 vs y 2Z7€o us 
Então 
V(P) = - — Iny + constante 


Nors: É o caso de chamar, aqui, a 
atenção para o fato de que se considerar- 
mos o ponto Ps a uma distância infinita do 
fio (yz — o) decorre que Inys> 7, isto é, O 
potencial também se torna infinito. Esta p 


não é a primeira vez que esta situação e 

aparece em eletrostática: o próprio po- 

tencial de uma carga pontual tende ao 

infinito para pontos muito próximos da RS 

carga. Deve-se lembrar nestes casos o se- é Yo 
I 


guinte: o que tem significado físico é a dife- y 
rença de potencial entre dois pontos (que pa 
corresponde a um trabalho realizado ao ! 
transportar uma carga unitária de um TITE TIETE 
para outro); o potencial é, pois, definido a 
menos de uma constante aditiva, constante 
esta que pode ser tão grande quanto se 
queira. 


Fira. 50 


4.3. Disco uniformemente carregado. Seja oc a densidade su- 
perficial constante de cargas num disco de raio a. Calculemos inicialmente 
o potencial num ponto P no eixo de simetria do disco. Tôdas as cargas 
situadas sôbre uma coroa circular de raio x e espessura dx estão à mesma 
distância do ponto P; a carga nesta coroa é dq = 2ro dx (fig. 51). 
Então 


, 








ny ne 1 dq Es l Zmo . rdr 
du aC a 47reo) É EO d4reo f T 
R=VYy+r 
g dz o o. J8 
V(y) ES o es fo (y2 + (y2 + r2)12 e Do (y2 + 72) 





V(y) DA (Vy2 +a2-y) para y>O 
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Para y <0 
V(g) = 5 (VP 4a? 49) 
€q 


Um gráfico do potencial em função de y é dado na fig. 52 


V(y) 


- 2a -a 0 8 Za 


Fira. 52 


Para y = 0 (ponto no centro do disco) tem-se 


qa 


Bio Ze 





Para os pontos no eixo pode-se calcular o campo elétrico 








Ba=- So = O [1-0] (aay>o0) 
Oy Zey Vy2+a? 
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Para y >0 


o 
E(O) = E 


que é o campo nas proximidades da superfície, resultado êsse que Já 
havíamos obtido anteriormente. 


5. Corolários do teorema de Gauss 


I. Uma carga que se pode mover livremente num campo eletrostático não 
pode permanecer em equilíbrio estável neste campo. (Teorema de 
Earnshaw.) 


Para demonstrarmos êste teorema vamos mostrar primeiro que o 
potencial não pode ter um máximo ou um mínimo a não ser em pontos 
ocupados por cargas elétricas. Com efeito, seja P um ponto em que não 
exista carga e no qual supomos que o potencial seja um máximo; 

para simplificar considere apenas 2 cargas 
q2 E 43 (fig. 59). 

E Nas vizinhanças das cargas o poten- 
cial se torna infinito. Vamos supor agora 
que o potencial em tôrno de P seja um 
máximo. Vamos mostrar que isto é Im- 
possível: envolvamos P por uma pequena 


—>, 
esfera e calculemos o fluxo do campo E 
através desta superfície; como o poten- 
cial decresce em tôdas as direções, o 


—>, 

vetor E = - grad V, (considerando a ori- 
gem em P), é sempre radial e de mesmo 
sentido (de dentro para fora); portanto: 


> > 
é = fE.d Ao 
8 
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donde se conclui que a carga em P deve ser diferente de zero, o que é 
contrário à nossa hipótese. Portanto não é possível que o potencial seja 
um máximo ou mínimo em pontos onde não existam cargas. 


No espaço, o potencial passa por um “ponto de sela”, isto é, tem 
máximos em certas direções e mínimos em outras (fig. 54). 


O potencial não sendo máximo (ou mínimo) conclui-se que êste não 
pode ser um ponto de equilíbrio estável; isto é uma decorrência de leis 
conhecidas da Mecânica; por exemplo, um pêndulo esférico só fica em 
equilíbrio quando sua energia potencial é mínima (ou máxima). 
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Se tivermos por exemplo um sistema de cargas livres em equilíbrio 
êste sistema não poderá ser estacionário sob a sua influência mútua; 
é o que ocorre no interior do átomo: para que os prótons e elétrons possam 
coexistir nos átomos é preciso que estejam se movimentando, como é 
efetivamente o caso. 


II. Linhas de fórça só podem ter origem em cargas positivas e só podem 
terminar em cargas negatiwas. 


Quando nos movemos ao longo de uma linha de fôrça (que é normal 
às superfícies egiipotenciais) estamos indo de um potencial mais elevado 
para um potencial menos elevado; como no campo não existem máximos 
nem mínimos, exceto em pontos onde existam cargas, é claro que as linhas 
de fôrça têm início em cargas positivas (onde o potencial é máximo) e 
devem terminar em cargas negativas (onde o potencial é mínimo). E 
claro que as linhas de fôrça podem também ir para o infinito, o que cor- 
responde a uma direção em que o potencial decresce sempre. 


6. Os momentos de uma distribuição de cargas 


A figura 55 mostra uma distribuição de cargas localizada nas vizi- 
nhanças da origem do sistema de coordenadas. Esta distribuição pode 
ser devida a uma molécula constituída de diversos núcleos positivos e 
um número mais ou menos grande de elétrons. 
Em qualquer caso suporemos que a densidade 
de carga seja descrita por uma função dada 
o(a, 4, 2). 

A densidade p é negativa onde estão 
os elétrons e positiva onde estão os núcleos. 
Para determinar o campo elétrico em pon- 
tos distantes da origem podemos começar 
calculando o potencial da distribuição de 
cargas. Para ilustrar, vamos tomar um ponto 
A, no eixo 2 (desde que não estejamos su- 
pondo nenhuma simetria especial na distri- 
buição de cargas, não há nada de especial 
com o eixo dos 2). Seja 7 a distância de 4 
até a origem. O potencial em Á, representado 
por V(4) é obtido, como é usual, somando a 
contribuição de todos os elementos da dis- 
tribuição de cargas. 


Vo fery,e) do 
po E / Áreo KR 
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Na integral, dv” é um elemento de volume da distribuição de cargas, 
o (x', y”, 2) é à densidade de cargas, e R é a distância de 4 a êsse elemento 
de carga. A integração é realizada nas coordenadas x”, y”, 2”, e estendida 
a tôda a região que contém cargas. Podemos exprimir R em têrmos de r 
e da distância 7” da origem ao elemento de carga. Usando a lei dos co- 
senos, com 6 sendo o ângulo entre 7 e o eixo a que pertence 4: 


— a é E 
R=|R|=(r-r)=["" +4+r2-2rr' c0s0)2 


Com esta substituição para R a integral fica: 


1 
V(A) = o f do" (12 + r'2-2rr' cos 0) 2 


Vamos agora tirar proveito do fato de que para um ponto distante 
como 4, 7º é muito menor que r para a distribuição de cargas. Isto sugere 
que podemos expandir a raiz quadrada em potências de 7'/r. Escrevendo: 


1 1 

Ea 1 12 9! pica 

[2 +r'2-2rr' c0s0]) 2 =— |1 + (S a cos o) | 2 
r | r r 





E ” 1 3 
ec usando a expansão (1 +9)-12 = 1--58+ g 52 ... vamos ter, após 


am! 


agrupar os têrmos de mesma potência em 7'/r: 


-d , , 92 2 A 
[1 +r'2 -2rr' cos | 2 = = + — cos 6 + (=) (3 o 1) E 


+ (têrmos de maior potência) 


Mas r é uma constante na integração, de tal modo que podemos 
colocá-la fora da integral e escrever o valor do potencial de 4 como 





V(A) = pi [5 Jo do” + E Jr cos 0 p do! + > fr't(3costo-Npdo +... | 
4reo raros f [Ss r 1 ,———— 
Ko 1 Ks, 


Cada uma das integrais acima, Ko, Ki, Ks, etc., tem um valor que 
depende sômente da estrutura da distribuição de carga. Decorre que o 
potencial para todos os pontos ao longo do eixo z pode ser escrito como 


: e” 1 laio pd 
uma série de potências em + com coeficientes constantes: 


1 K K K 
V(A) = (+++) 


4reo r 2 p3 








O potencial à grandes distâncias da fonte será dominado pelo primeiro 
têrmo desta série cujo coeficiente não fôr zero. O coeficiente Ko é / p dv”, 
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que não é nada mais do que a carga total na distribuição. Se tivermos 
iguais quantidades de cargas positivas e negativas (como numa molécula 
neutra) Ko será zero. Para uma molécula simplesmente ionizada Ko 
terá o valor e. Se Ko não é zero, para distâncias suficientemente grandes 
o têrmo Ko/r irá prevalecer. 


O potencial tenderá para o de uma carga puntiforme na origem. 


Suponhamos porém que temos uma molécula neutra, de forma que 
Ko é zero. Nosso interêsse agora desvia-se para o segundo têrmo com 
coeficiente K, = / r' cos 8 p dv, onde r'cos 6 é simplesmente 2”. fiste 
têrmo mede o deslocamento relativo, na direção e sentido de 4, das cargas 
negativa e positiva. Éle tem valor não zero para as distribuições dese- 
nhadas nas figs. 56 a 58, onde as densidades de cargas positivas e nega- 
tivas foram indicadas separadamente. De fato, tôdas as distribuições aí 
mostradas têm aproximadamente o mesmo valor de Ki. 


Ko sendo zero, o potencial de distribuição se escreve como: 














—, 
o el Ko 1 1 ; ad as 
V(A) = FERA E O a fr cos 6p dv 1º cos6 = » 
Então VA) = 11 ua EE (S? dv) 
— Areo P? r E e 4reo 13 PEN 


A expressão entre parênteses tem a dimensão de carga X distância 
e constitui uma generalização da definição de momento de dipolo, no caso 
de duas cargas pontuais; escrevemos 


— > 

p = f rp dv” 
e portanto o ços 
VA) = 1 per 


4reo r3 





que constitui uma generalização de situação que tínhamos anteriormente. 


z 


a | 





Fira. 56 Fira. 57 Fira. 58 
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Se Ko e K;, são ambos zero e Ko» é diferente de zero o potencial 
comportar-se-á com 1/r3 a distâncias grandes e à intensidade de campo 
deve diminuir com o inverso da quarta potência da distância. 


As grandezas Ko, Ki, Ko, ... são relacionadas com o que chamamos 
de momentos da distribuição de carga. Usando esta linguagem denomina- 
mos Ko, que é simplesmente a carga líquida, momento de monopolo da 
distribuição. O momento de dipolo tem a dimensão de carga vêzes deslo- 
camento. A terceira constante K> é relacionada ao momento de quadrupolo 
da distribuição, a seguinte ao momento de octupolo,"e assim por diante(*). 


Como um exemplo de distribuição em que 
Ko = K, = 0 tomemos a da figura abaixo (fig. 











59). Para os pontos no eixo onde se encontram á 
as cargas: 
1 q 2q q ) 
= Pai Oo ua SEE 
x Lx dTeo r- a r Ee 
E 
* 4reo r(r-arta) 
: +q 
Se r >> a (pontos muito distantes) E e 
te 
Vs l M b-2a 
4reo 13 jo 
a 
Q = 29a? é o momento de quadrupolo,. desta +q 
distribuição de cargas. Fra. 59 


EXERCÍCIOS 


1. Tem-se o campo de componentes 


E, =y 
E, = + 
A é . > > 
Mostre que êle é conservativo integrando E.dl ao longo | [7-5 a 


de dois caminhos diferentes. 
Vamos escolher os dois caminhos seguintes (fig. 60) 





1 

: 

! 

| 

, 

| 

a) OP, em que y = kr A 
b) O4 e AP Fra. 60 

(*) Pode-se mostrar que a decomposição da fonte em vários multipolos, se realizada completamente, 


especifica univocamente a distribuição de carga. Em outras palavras, se conhecemos tôdas as inten- 
idades dos multipolos poderemos “em princípio” deduzir pq (x', 4º, 2). 
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Caminho a: 


Pas: 3 P 
v=-f E.d --f (E dz + E, dy) 
0 0 


E P 
v=-Í ydo- f z dy 
0 
Como y = kz; dy = kdz 


E Z| pci Z ha? ha? mê 
nar f LX AL — f zxk dz = — Eu = o = — ky 
0 0 


Caminho b: 


A P 
V=- [Edo + Edy) / (Edo + Edy) 
0 4 


Ao longo de 04: E, =y = 0.dy=0;ao longo deA4P:y=z, edz=0,dy = kdz 


T1 kz, 9 
vV=- foahdo = mf 'do=- a 


0 0 


Ops.: Os dois resultados são iguais como queríamos demonstrar. O fato de os 
dois resultados acima para dois caminhos serem iguais, pode não bastar. Para que o 
campo seja conservativo é preciso que o resultado seja o mesmo para qualquer caminho. 


2. Tem-se o campo de componentes 


92 


E, = y? 
E, = 2º 


> > 
Mostre que êle não é conservativo integrando E. dl ao longo dos dois caminhos 
do problema anterior. 


Caminho a: 


Como y = kz, dy = kdz 


Z EA k2aê ka? 
v=-Í k2a? do — f vk dy = -— —- 
3 2 
0 0 
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Caminho b: 
Ao longo de OA: Ex =yº =0,dy = 0; ao longo de 4B: y=z, dz =0 
edy = kdz 


kz kz 
v=-fOdndo=-m [Odor 
0 0 


Os dois resultados são diferentes como se espera para um campo não-conservativo. 


3. A seguinte função vetorial representa um Y 
possível campo eletrostático (fig. 61) 


E, = 6y ;E, = 312 - 342 E, = 0 Joe -====— 





Calcule a integral de linha de E desde o ponto 
O(0,0) até o ponto P(x1,y1) ao longo do q 
seguinte percurso: retilíneo de (0,0) até x x 
(r1,0) e daí também em linha reta até ! 

P(x1,y1). Faça um cálculo semelhante se- Rigo 

guindo os dois outros lados do retângulo, 

passando pelo vértice (0,41). Deve-se obter a mesma resposta, se a afirmativa 
inicial está correta. Partindo agora da função potencial y(x,y) calcule o seu gradiente 
e verifique que se obtên as componentes do campo dado. 


4. São dadas duas distribuições ideais de cargas em forma de anel (fig. 62). Os dois 
anéis possuem o mesmo eixo, o mesmo raio R, e se situam nos planosz = -aez=a. 
As distribuições de cargas têm densidade linear d. Calcular o potencial e campo 
elétrico sôbre o eixo x. Esboçar um gráfico da variação do campo ao longo do eixo X. 


4y 
| 
l 
| 
) 
| 
o aa ad il a a e Ed 
, 
| 
| 
| : 
| ! 
I J 
e— qse a —S 
Fira. 62 
Resposta (fig. 63): 
p= [ (x-D/R 4 (z+D/R | 
E 2reor L [(x-1)2/R2+41]3!2 [(x+-1)2/R2 4+1]3!2 
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Ex (v/m) 


a(m) 
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5. Verificar que todo campo que obedece à equação 


E = f(r) ro 


deriva de um potencial. Determinar a expressão geral do potencial dêsse campo. 


6. Calcular o potencial VW do campo coulombiano ou newtoniano 


— k > 


= 5" SQ 


y2 


7. Calcular o potencial do campo central de intensidade constante 


— 


—, 
E = kro 


8. Calcular o potencial do campo central elástico 


— - 
E =-k2rro 
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9. Calcular o potencial do campo dado por: 


10. 


11. 


— 


E 
> 


e E = 0 


e 
(c1 z+ co) k 


para 


para 


79 


0O<z<d 
-d<z<o0 


e onde c,, c2 e d são constantes. Adotar V = O para z = d. 


Dado o potencial V = — Az -— E 


B5> Ss 
e calcular f E .dP ao longo 


4 
sendo A(0,0,0) e B(0,0, 10). 


Um campo é determinado por; 


ty] 


ty) ta] 


e 


mp 
czk 


CzZo 


-C 20 


-, 

k 
—» 
k 


para 
para 


para 


my 
, com Á = constante, determinar o campo E 


de uma semicircunferência de diâmetro AB, 


-Z0 S2S 20 


z 20 


A NV 


z -—20 . 


Demonstrar que o campo deriva de um potencial e calcular êsse potencial. 


V 


A FORMA DIFERENCIAL DA LEI DE GAUSS 





1. O teorema do divergente 


Consideremos um paralelepípedo de volume dV = dx dy dz loca- 
lizado na origem (fg. 64). 


Seja E - E,1 Ra E,j + E, K o campo elétrico no centro dêste 
paralelepípedo. Pelo teorema de Taylor a componente E, tem os seguintes 
valôres nas faces do paralelepípedo: 








. = E, dy 
face esquerda: (y=0) E, E 
face direita: (y=dy) e 


O fluxo de E, através das duas faces (y = 0 ey = dy) é: 


face y=O 
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dog=s0 = — (E, — da a), dx dz 


db, = dy = (E, + —— + am ad) dx dz 





O fluxo total através das duas faces é: 





9E , 
dg, = 5 dx dy dz 


O mesmo vale para as outras Cd portanto: 


do = dor + do, + dy; = 














= 9E 9 9E : : = 
A expressão (+ + + a) se denomina divergente de E 
> [0E, oE, oE, ) 
div E = (o Ea dy T a 
ou se a ES 
dp = div E dv 


O divergente de E dá uma medida do fluxo do vetor E, por unidade 
de volume. 


Um volume qualquer V pode ser decomposto em uma grande quan- 
tidade de pequenos paralelepípedos de volume dv = dx dy dz (fig. 65). 
Se somarmos tôdas as expressões 


—>, 
dg = div E dv 


teremos 
> 0 — 
$ =[ do=f E.ds - faiv É do 
Ss Ss V 


que é chamado de teorema do divergente. 
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ABCD 


É fácil ver que os fluxos nas superfícies internas 
se cancelam dois a dois e que resta apenas o fluxo atra- 
vés da superfície externa S (fig. 66). 


A equação para o fluxo pode ser escrita como 


db 
dv 








afã 
= div E 
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o que significa que o fluxo através de tôda a superfície infinitesimal, por 


unidade de volume, é medido pelo divergente de E. O div E é uma pro- 
priedade local do campo. 


Portanto se o div E < O existe uma “fonte” (uma carga elétrica 
no caso) no interior do volume dv que dá origem ao fluxo dg; pode 
haver também um “sumidouro” de cargas que também daria origem a 
um fluxo. 


O divergente pode ser definido independentemente de qualquer 
sistema de coordenadas pela expressão 


>. o 
fE. as 
o : 8 
div E = lim 


5) v 





isto é, pelo limite da razão do fluxo do campo elétrico através da superfície 
que envolve um volume dado quando o volume e portanto a superfície 
tendem a zero. 


2. A lei de Gauss 


Vejamos agora como podemos escrever a lei de Gauss usando o 


teorema do divergente: 
> o 1 
$ = + E.d=-— | pd 
€o 
8 V 


pra Ea 
€o 
Epa dv = 


Como esta relação deve valer para qualquer volume V, é preciso que 
o integrando seja zero. 


isto é 


div Es Forma diferencial da lei de Gauss ou 1.º equação de Maxwell. 





m 
o 


Como E = -grad V, tem-se: 


div grad V = — Re Forma diferencial da lei de Gauss 
€o 
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Em componentes cartesianas 














> > 9V 29V > 9V > > e 
E grad V (: 9x + 3 oy a ) (E. +43 v + 2) 
> 0E, 0E, 9E, 
e div E = E + E + Je 
Portanto 
Ee 92V 92V 92V 
div É = -divgad V=- (+ =) 
92 92 92 E 
O operador —= + su dad chamado de Laplaciano, é sim- 


bolizado da seguinte forma: 


Chamamos “del” (ou nabla) o operador 


-— o —s . 
Então v2=v.v é o operador Laplaciano. 


A lei de Gauss em forma diferencial se escreve pois 


WV =- É 
€o 
que se chama de equação de Poisson. 
Se p = 0 (no espaço vazio), V2V = 0, que é a equação de Laplace. 
Ambas estas equações são equações diferenciais a derivadas parciais; 


elas constituem uma forma matemática elaborada de exprimir a lei de 
Coulomb e sua consegiência, a lei de Gauss. 


3. Exemplo de cálculo de um divergente 


Um cilindro de comprimento infinito e raio a colocado em tôrno do eixo z é pre- 
enchido por uma distribuição volumétrica de cargas positivas, de densidade p (fig. 67). 
Fora do cilindro, o campo elétrico é o mesmo que o produzido por uma linha de cargas 
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Z no eixo do cilindro; é um campo radial, de intensi- 
dade proporcional a 1/r. O campo dentro do cilindro 











i é calculado pela aplicação da lei de Gauss a um cilin- 
dro deraior < a. Os valôres do campo são 
2 
E = dr para r>Da 
Y E re para r<a 
2€0 
A fig. 68 é uma secção perpendicular ao eixo 
X do cilindro. Sendo r= Vx2 + y2, as componentes 
Fra. 67 do campo são expressas como 
B-(D)E-, para r>a 
r Zeo(x2 +y2) 
px 
= para r<a 
Zeo 


y pa2y 
y (: Zeo(r2-Fy?) para r>a 
py 





= para r<a 
2€0 


E, = 0 Fra. 68 


—>, 
Fora do cilindro, div E tem o valor dado por 


9E,, E, pa? ( 1 a 1 2y* ) -0 





9x SE dy = Zeo 


yo Grp) TER RAP) 


Dentro do cilindro, div E vale 
E, 0E, o p(1+41) ge nes 


9x dy Zeo €0 





como era de se esperar. 


EXERCÍCIOS 


—> 
1. Estabeleça a expressão de div E em coordenadas polares. 


2. Determine o valor da densidade volumétrica de cargas que dá origem ao campo 
— > 
E = (E, - Az) com Eç e 4 = constante 
p 


E -— 
Solução: div E = E 
0 
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8. 


6. 


div E = 9É , 4 E, 9E, 


= - A 
dx oy oz 








".p=-eA 


Vaça agora o problema inverso: calcuie o campo produzido pela distribuição volu- 
métrica de cargas p = — eo4. À solução é única? Por que essa mesma distribuição 
produz campos diferentes? (Sugestão: imagine essa distribuição limitada por 
superfícies geométricas.) A quais condições você acha que corresponde o campo 
do problema 2? 


Imagine a densidade do problema 2 (p = — co:1) preenchendo uma esfera de raio 
R com p = O fora dela. Calcule o campo produzido. 


Repita os problemas 2, 3 e 4 utilizando sucessivamente os campos 


— > -—, 
a E = Azi + Byj 
—, - > -— 
b) E =x27i+4+7y2) + 22k 
== a 
co) E = Eçe Ba 
— - > — 
d) E =yit+arx2) + ylk 


Verifique antes se êste último campo pode ser um campo eletrostático. Não sendo, 
valerá a lei de Gauss? 


Calcule o divergente do campo de uma carga puntiforme 





É o 4reo 92 To 


Demonstre que para um campo ter potencial deve satisfazer à condição 
rot E = 0 
Solução: a) Se o campo tem potencial, podemos escrever 
E = - grad V 
e daí rot E = rot (- grad V) = — rot grad V = O (mostre que rot grad V = 0) 
b) Sejam dois pontos À e B numa curva € num campo E que tem potencial. 


Temos 


> —s > o 
f Ear -f rot E.n dS A 
C 


s 


—) 
Mas, qualquer que seja C, + E .dP 
deve ser nula (por quê?) € 


— ê 
Daí: rot E = 0 (o campo elétrico se C 
diz por isso irrotacional). Qualquer vetor 
que deriva de um potencial é irrota- B 
clonal rot grad V = 0. Fra. 69 
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8. Demonstre que as fôrças de atrito não admitem potencial. 


— 


a — 
(Sugestão: verifique se $ Fa, -dP = 0) 
o 


9. Estabeleça a função potencial V para o campo da gravidade terrestre. 


10. Aplicando a equação de Laplace, calcule o potencial e o campo elétrico entre as 
placas de um condensador plano de espaçamento h, submetido à diferença de po- 
tencial U. 


Solução: 


92V — 92V av 


= 0 
dx” Oy? 022 








vev =0( 


Supondo a área das placas muito grande 
em relação à distância entre elas, o pro- 
blema se torna unidimensional, isto é, V é 
só função de x. Portanto, a equação fica 


92V.  d2V o 0 
0x2 0 dr 





avo f o 
Integrando: ae C: Í dV = C dz 


e V=Cixg+A4 0 
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As constantes de integração C4 e Cs» são determinadas com as condições de 


contôrno 
para v=0 5 V=o0 
para v=h> Va=U 
0=C,4 e U=Ch.:. CG = 
U 
Daí sra 
a V nº 





> o 
Cálculo de E: E = —- grad V 





4 9V > 9V > qoV=> 
E = — j-—— j-—— 
dz Oy dz 
do So SO SR 
E (E = E 1 





11. Aplicando a equação de Laplace, calcule o potencial e o campo entre as armaduras 
de um capacitor esférico. (Sugestão: opere em coordenadas polares.) 
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12. É dada uma placa plana, infinita, de espessura a, eletrizada com densidade volumé- 
trica de cargas p. Aplicando as equações de Poisson e Laplace determinar o potencial 
e o campo produzidos por essa distribuição. 


Solução: 


N 


N 












Fia. Y1 


No intervalo O < q <a temos p = Cº e, fora do intervalo, p = 0. 





d2V p 
DENTRO DA PLACA: ——— = — -— 
dz? €o 
Integrando: ae E Eat + Ci (V =- É y? + Cix + Cs 
dz €o : €o 


Condições de contôrno: por razões de simetria, o potencial em x = 0 é igualao 
em v=a. 


V(z = 0) = V(zx =a), que podemos fazer igual a zero. Daí vem 


Cas 0 6 0, = <P 











2€0 
Portanto: V=-—* 2 +- az 
Ze, Ze0 
V=-Ê (az-s?) 
ou den (para 0'S x Sa) 
d2 
FoRA DA PLACA: eso = 0 
dx? 
Integrando: a = C 


dz 
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13. 
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dV | 3,2 o lol lola 
mas dz o | a | a 2€e0 o 2€0 
1. Cj = Pº a menos do sinal. 
Zeo 


À direita da placa (z > a) o campo tem o sentido de x positivo (para p >0) e 
portanto o potencial V diminui com o acréscimo de x. Então, à direita da placa, 








Ci =- der (l à esquerda?). Ainda à direita, temos V = 0 para x = O; portanto, 
€o 
integrando novamente, 
V=Cir+4+Cs 
O = Cia + Cs» 
a? a? 
O = —- —— 2.º. 0 = -—— 
2€0 E Co 0: 2€0 
pa pa? 
Portanto, para z2Za>Va=- S o 
€o €q 
ou V = AE (a — 1) 
“€( 


(Resolva para a região à esquerda da placa.) 


CÁLCULO DO CAMPO DENTRO DA PLACA: 














—> 
E = —- grad V 
Ed ve a. d p a 
pe Rs dx o (ax-a?) | à 
o Es qua (a-2x) e SE (2x-a) à 
Ze 2€0 


(Verifique o resultado acima para x =a e para x = ãõ0.) 


CÁLCULO DO CAMPO À DIREITA DA PLACA: 


ERR dV > pa 
E = —- ve 1 
dx 2€0 








(Calcule à esquerda.) 


Esboce os diagramas cartesianos de V(x) e E(x) do problema anterior. Determine 
o ponto em que V é máximo. Calcule V nesse ponto. Qualo valor de E nesse ponto 
onde V é máximo? Por que êsse ponto não pode estar fora da placa? 
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14. 


16. 


Calcule o divergente do campo determinado no problema 12. Esboce as linhas 
dêsse campo. (Retas paralelas? E no interior da placa, também? Como ficamos, 
se aí o campo não é constante, pois depende de x?) 


—, 
. Calcule o divergente do campo E que tem as componentes do problema 14. 


A função f(x,y) = 2 + y? satisfaz à equação de Laplace em duas dimensões? 
E a função g(x,y) = 12º —- y2? Esboce esta função, calcule o gradiente nos pontos 


(x = 0 1 4 = 1) 
(1 = 1,y 0) 
(o = 0,y = =D) 
(= -,y=õoO) 


e indique, com pequenas flexas, para onde êsse vetor aponta. 


Calcule o divergente e o rotacional de cada um dos seguintes campos vetoriais. 
Se êle fôr nulo, tente descobrir a função escalar q da qual êsse campo é o gradiente: 


a) Fr=1+y 5 Fy=-2+y 5; F,=-22 


b) GQ, 2y : 2x+3z » GG = 32 
c) H,= 72-22 :. H,=2 » H,= 2zz 


Q 
= 
| 


| 


VM 


CONDUTORES NO CAMPO ELETROSTÁTICO. 
CONDENSADORES 





1. Propriedades gerais dos condutores 


Até agora discutimos o problema de um sistema de cargas elétricas 
fixas sem nos preocuparmos em saber como estas cargas são criadas e 
como chegaram às posições fixas do campo que ocupam. 


Na prática, cargas elétricas podem ser criadas sôbre condutores 
ou isolantes; sôbre os isolantes elas serão fixas, mas o mesmo não 
ocorrerá sôbre os condutores nos quais elas podem se deslocar livre- 
mente. 


Nota — No capítulo viir discutiremos a natureza física dos materiais, dando 
noções sôbre o estado sólido da matéria e sôbre a condução dos elétrons nos diversos 
materiais; veremos então que em diferentes materiais as cargas elétricas se movimentam 
com maior ou menor facilidade. Existe uma maneira simples de classificar êstes materiais: 
suponhamos que se tenha uma carga q num certo material; seja E o campo criado num 
ponto do espaço por esta carga num instante genérico t; decorrido um tempo dt as cargas 
se espalham no material; com isso o campo decresce de dE que suporemos em primeira 
aproximação proporcional a dte a E 


dE 
dE = - E dt E ad 
bg E =-MA+C E = EçeNM 


onde &q é o campo no instante t = O. O campo original decai exponencialmente; decor- 


1 É 1 e 
rido um tempo it =7 = 0 valor de E cai a e 0,368 do seu valor inicial. 
E = EçeM = E, etir 


O tempo 7 chama-se de tempo de relaxação; encontram-se na natureza materiais 
para os quais 7 é uma fração de segundo e outros para os quais vale muitos dias; os 
primeiros são os condutores e os últimos os isolantes. 
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Vamos nos preocupar aqui com a distribuição das cargas após atin- 
girem um estado de equilíbrio estático. Assumiremos por simplicidade 
7 = O para condutores é 


que os isolantes e os condutores são perfeitos. 
T = o para isolantes 


É claro que se aproximarmos vários condutores carregados (e não- 
carregados) êles atuarão uns sôbre os outros e provocarão a redistribuição 
das cargas elétricas; com isso também as linhas de fôrça se alterarão, 
uma vez que elas têm início e fim nas cargas elétricas. 


Antes de tentar discutir o problema vamos estabelecer algumas 
propriedades dos condutores, uma vez atingida a situação de equilíbrio 
eletrostático. 


I. No interior de um condutor o campo elétrico é zero(*). — 
Com efeito, se o campo fôsse diferente de zero, qualquer carga livre 
aí existente mover-se-ia na direção do campo e deixaria pois de estar 
em repouso. (A única maneira de manter uma carga livre no interior de 
um condutor seria por meio de fôrças não-elétricas, como as fôrças gravi- 
tacionais — ignoraremos esta possibilidade nesta discussão.) 


II. A carga de um condutor está tôda em sua superfície(**). 

— Com efeito: imaginemos duas superfícies de Gauss, uma externa que 

envolve um condutor carregado mas que está muito próxima dêle e 
outra interna à superfície, também | 

Superficie 


muito próxima dela (fig. 72). cesso de-Gáuss 
«, externa 
N 





o — um 
— 


Como o campo no interior do 
condutor é zero, o fluxo na superfície 
de Gauss é sempre zero e a carga no 
seu interior (e portanto no Interior do 
condutor) é também zero. 


Por outro lado o fluxo através da 
superfície de Gauss externa é igual à 
carga no seu interior, que, não poden- 


o —. e — ue 


do estar no interior do condutor, só = E 
pode estar na sua superfície. Fra. 72 


(*) Éste teorema se refere ao campo elétrico macroscópico, isto é, ao campo médio em volumes que 
contenham muitos átomos e moléculas; é claro que no interior dos átomos e moléculas o campo elétrico é 
diferente de zero: num volume macroscópico o campo elétrico médio é, porém, zero. 


(**) O que se quer dizer por carga de um condutor é o excesso de cargas de um sinal sôbre o outro; 
nos condutores não-carregados a carga total é zero, isto é, possuem tantas cargas elétricas positivas quanto 
negativas. 
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III. A superfície de um condutor é uma superfície eqiuipo- 
tencial. — Com efeito, se isto não ocorresse, cargas se moveriam dos 
pontos de potencial mais alto para os de potencial mais baixo até que o 
potencial fôsse o mesmo em todos os pontos da superfície. 


IV. O campo elétrico sempre é perpendicular à superfície 
de um condutor, o que é óbvio, uma vez que a superfície é eqiipoten- 
cial e as linhas de fôrça cortam as superfícies equipotenciais em ângulo 
reto. Desta propriedade decorre um importante teorema, que é o teorema 
de Coulomb: o campo num ponto infinitamente próximo da superfície 


o . . . 
de um condutor vale —», onde o é a densidade superficial de carga. 
€) 


Tomemos uma área ds na superfície do condutor (fig. 73) e imaginemos 
uma superfície de Gauss sob a forma de um pequeno tambor que a en- 
volva (fig. 74); a base e a tampa são escolhidas como paralelas à superfí- 


cie, a base dêste tambor é interna ao condutor e nela o campo E = 0; a 
tampa do tambor é externa à superfície mas infinitamente próxima 
dela, e o campo aí é norinal à super- 
fície. Então, pelo teorema de Gauss: 


6=fEd=-L-Ta 
S 










€o o) 





ds 





E, dg = o 


Note que êste valor é o duplo do 
campo criado por uma superfície plana 
infinita de cargas (cap. 3). Esta relação 
pode ser interpretada como dando a 
densidade superficial o = «e E, uma vez 
conhecido o campo na superfície. 

A carga total num condutor é dada 


por Q = / cds onde a integral é feita 


s 

sôbre a superfície do condutor. 
Estabelecidas estas propriedades po- 
demos ver claramente o problema que te- 
mos de resolver. Fra. 74 
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2. Indução eletrostática 


Suponhamos que se tenha numa 
região do espaço um campo elétrico 
uniforme, criado por exemplo por duas 
superfícies planas de carga, uma positiva 
e outra negativa (fig. 75). 


Suponhamos ainda que coloquemos 
neste campo um condutor de carga total 
igual a zero. No momento em que o con- 
dutor é introduzido haverá um campo 
elétrico atuando sôbre as cargas positivas 
e negativas dêste condutor — o que pro- 
vocará o acúmulo delas em regiões dife- 
rentes do condutor. Como o campo final 
no interior do condutor é zero pode-se 
prever que a redistribuição será tal que 
dê exatamente êste resultado. Com isso 
as linhas de fôrça no exterior ao condu- 
tor serão deformadas; no interior do con- 
dutor não haverá linhas de fôrça e a sua 
superfície é equipotencial, o potencial 
assumindo um certo valor V. A situação 
final é de equilíbrio. 


Se o campo fôsse criado por dois 
condutores reais (e não duas camadas 
iguais de carga como acima) a situação 
seria mais complicada ainda porque a 
introdução do condutor alteraria (“indu- 
ziria”) a distribuição original de cargas. 
As densidades finais seriam diferentes, 
bem como os potenciais elétricos dos con- 
dutores (figs. 76 e 77). 


Observe que a densidade superficial nos pontos afastados do condutor 
central diminui. 


AAA A+ +++ 
Ó 
E 


EA +++ 


Fira. 75 


3. Teorema das superfícies correspondentes 


Tomemos dois condutores carregados (fig. 78); sôbre um dêles 
tomemos uma área ds e consideremos tôdas as linhas de fôrça que ali 
se originam (se as cargas forem positivas em ds, delas partem as linhas de 
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INICIAL Pe 
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a 
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à SEGA 
E E a 
GEE 


m 
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| 


J, 


4 
/ 


Q 
v 
ns 


T,>0, 
Fia. 77 


fôrça); seja o ds a carga total em ds; consideremos agora o tubo de fôrças 
que se origina nessa área; as linhas de fôrça se deformarão no espaço 
mas nenhuma se perderá e eventualmente tôdas terminarão sôbre a 
superfície ds” do outro condutor. Apliquemos agora o teorema de Gauss 


md 
à superfície formada pelas linhas de fôrça (onde E é tangente à superfície 
em cada ponto) e por duas tampas traçadas no interior dos condutores 


(onde E = 0). 
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Fira. 78 


O Íluxo total de E através desta superfície de Gauss é zero. 


ó = [Ed + [Edo + [Eds = 0 


condutor 1 superfície condutor 2 
lateral do 
tubo de fôrça 


Portanto, a carga interna total à superfície escolhida é zero; como 
ela é + o ds num dos condutores conclui-se que 


—o' ds' = o ds 


As áreas que o mesmo tubo de fôrça interseca em dois condutores 
são inversamente proporcionais às cargas da superfície e de sinais con- 
trários. Se ds = ds” decorre que o = — o”. 


4. O problema geral da eletrostática 


Podemos dizer agora o que se entende por problema geral da ele- 
trostática: se tivermos um sistema de condutores 1, 2,... N em presença 
uns dos outros, com cargas totais Qi, Qo ... Qw os potenciais dêstes 
condutores assumirão valôres Vi Vo... Vw (fig. 79). Im todos os pontos 
onde não existem cargas a equação de Laplace é satisfeita 


92V 92V 92V 


dx? + 92 022º — y 
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O problema geral da eletrostática 
é encontrar uma função V = 
=V(x,y,2) que satisfaça esta equa- 
ção e as condições especificadas 
na superfície de cada condutor. 





Estas condições podem ser os 
próprios valôres de V sôbre as 
superfícies: Vi Vo... Vw. (Num 
sistema real os potenciais podem 
ser fixos e determinados por fon- 
tes de potencial constante tais 
como baterias.) Às superfícies se 
adiciona em geral uma “superfí- 

Ro cle” no infinito na qual o poten- 

cial é zero. Temos aqui um pro- 

blema em que as “condições de contôrno” (os valôres de V sôbre condu- 
tores) devem determinar a função V(x y 2). 


Outro conjunto de condições poderia ser o conjunto das cargas 
Q:10>...Qw dos N condutores. 


Poder-se-ia também misturar estas condições: dar as cargas Q, de 
alguns condutores e os potenciais dos demais. 


Um estudo matemático aprofundado, denominado leoria do potencial, 
tem por finalidade a solução do problema acima. É possível porém resolver 
o problema em muitos casos simples sem a necessidade de recursos mate- 
máticos muito avançados. 





4a. Duas esferas concêntricas. — Consideremos duas esferas 
concêntricas de raios R, e Ro (Rs <R1) com cargas totais Q, e Qs (fig. 80); 
a esfera de raio Ra é interna à de raio 
R,. Como são dadas as cargas o pro- 
blema é saber o potencial em qualquer 
ponto do espaço. Pelo teorema de Gauss 
aplicado a qualquer superfície esférica 
exterior às duas esferas sabemos que 
tudo se passa como se a carga total 
Q, + Q> estivesse concentrada no cen- 
tro. Portanto para um ponto externo as 
duas esferas, a uma distância É do centro 


Q1 + Q» 


á E 4reoh 


Sôbre a superfície de raio Rj 
Q + Q2 


4reçh1 Fra. 80 





V(R:) = 
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A diferença de potencial entre as duas esferas é por definição 






































R 
a 1 *Qo 4 1 Q2 Q2 
PlRo)-PlRa) = — 4reo r2 Hs d4reo Ra ) 
R, 
Portanto 
; e: Qi 02 OQ» — Qo ) 
Ribas 4reo N Bi e Ra E CR Ri 
l Qi Ea E) = 1 Qi l Qo 
4reo Ri Ro 47e, Ri 4reo iz 
Se Q1 = -Q> o potencial em todos os pontos exteriores às duas esferas 


é zero; a única região em que o campo é diferente de zero é entre 
as esferas. 


Se a esfera externa tiver raio infinito tudo se passa como se tivés- 

semos uma esfera isolada, carregada (fig. 81). O potencial na esfera será 
| 2. aointerior dessa esfera o potencial 

d4reo Ro Ê —s 
é constante (pois E = O no interior da esfera) q 
EA 
d4reo Ro , 
haja descontinuidade na superfície (*). 





e portanto igual a para que não 


g Se a carga interna fôr pontual (isto é, 
R <<R)) e se Q1 = O tem-se a seguinte situa- 
ção (fig. 82): na superfície interna da esfera 
de raio R, aparece uma carga “Q» uma vez 
que tôdas as linhas de fôrça que se originam no 
ponto terminam sôbre a superfície interna. 
Como esta esfera é neutra é preciso que surja 
na superfície externa uma carga *Q>» que se 
distribui sôbre ela; se a posição da esfera 
interna mudar, a carga externa ainda será a 
mesma (fig. 83) (**). 


(*) Se houvesse uma descontinuidade no potencial da super- 





fície da esfera o campo elétrico teria aí um valor infinito, uma r, metros 
vez que 
ad oV Frc. 81 
E a-— 
or 


(**) A razão para esta interessante propriedade é a seguinte: no interior do metal o campo elétrico 
só pode ser zero, em condições de equilíbrio; êste valor zero é devido à soma dos efeitos da carga pontual 
+Q. e da carga que ela induz na superfície interna —Q, (pelo teorema das superfícies correspondentes). 
Por conseguinte a contribuição destas cargas será também zero em qualquer ponto do espaço exterior à 
esfera, pois tôdas as linhas de fôrça que se iniciam em +Q, terminam em -Q,. Resta então apenas a dis- 
tribuição externa para criar um campo exterior (e eventualmente um campo interior à esfera). Como & 
distribuição inicial era de se ter à carga Q ,uniformemente distribuída sôbre a esfera, ela não mudará quando 
+Q, é movida de lugar no interior para assegurar que o campo continue a ser zero dentro do metal. 
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Por outro lado se uma nova carga fôr 
aproximada da esfera externa (fig. 84) haverá 
uma redistribuição da carga da superfície que 
não afetará a distribuição interna porque 
não existem linhas de fôrça dentro do metal. 


Observemos finalmente que no caso das 
duas esferas, uma no interior da outra, o po- 
tencial de cada uma delas está ligado por 
Fra. 82 relações lineares com as cargas sôbre elas. 




















o E RR 1º Q» 
Estud Are, Ri Are, Pi 
- E A 1 0 Q» 
Va =Vídta) = 4reo Ri 47eo Rg 





ro + a Q» 
Vo =aQ + bQO, Fra. 83 








do amado dd 

4reo Ri 
aaa Eri nu 1 
+C0)+ de Rá 
+ 





Fica. 84 


fiste sistema de duas equações lineares pode ser resolvido para as 


cargas 
b 1 1 
st) de=) 


hs ae o) 


Q> 


ou seja 
Qu =BV; -A4A Va 
Q2 


A Vi -A Vo 
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4b. Duas placas paralelas eletri- 
zadas. — Consideremos duas placas de 
área 4 separadas por uma distância d. 
Se a carga é + Q numa superfície ela será 
-Q na outra pelo teorema das superfícies 
correspondentes. Se as placas forem gran- 
des e a distância entre elas pequena a den- 
sidade superficial será também constante 
nas placas, exceto nas bordas das placas f 
onde as linhas de fôrça são mais capricho- TETE, 
sas (fig. 85). Se a densidade superficial é N 
uniforme o campo elétrico também o é; 
sendo Vi; e Va os potenciais das placas 











Tia. 85 
E = —-grad V= an 
d 
Como 
o = E 
= Vi-Vo 
q =— €09 d 
A carga total nas placas será 
Vi-V 
Q=Ae o 


ou 
Q=C(Vi-Vo) = 0CVi-CVs 
C Es 


Como no caso da esfera, existe uma relação linear entre as cargas nas 
superfícies e os potenciais dos condutores. 


5. Condensadores 


Para o caso simples de dois condutores dá-se a € o nome de capa- 
citância do conjunto de condutores; êste conjunto tem o nome de capacitor 
ou condensador. 
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A fórmula que demos acima para o condensador de placas paralelas 
não é exata porque o campo não é realmente uniforme em tôda a extensão 
do condensador; perto das bordas a densidade superficial de carga não 
é c mas um pouco maior, dando origem a linhas de fôrça adicionais; a 
carga nas placas de um condensador plano entre as quais existe uma 
diferença de potencial V é maior do que seria no caso ideal. Por conse- 
guinte, a capacidade do condensador aumenta. 


À tabela abaixo nos 
diz como esta capacidade 
aumenta com d/R (d é a 
separação e R o raio do cír- 
culo que constitui as placas, 
no caso de um condensador 
circular de placas paralelas 
(fig. 86). Escrevemos: 


A eq 


O =1 E WM-Vo) 








Fig. 86 


A capacidade C” do condensador real no qual existem efeitos de borda é 








A 
C=f>2 =Yc 
d 

d 

R j 
0,2 | 1.286 
0,1 1.167 
0,05 | 1.094 
0,02 | 1.042 
0,01 | 1.023 


A capacitância (ou capacidade) C é medida em coulombs por volt, 
unidade esta que tem o nome de farad: 


1 coulomb 
1 farad = EE RS Ta 

Um capacitor de 1 farad scria gigantesco; para fazê-lo com duas 
placas paralelas situadas à distância de Imm seriam necessárias placas 
de 100km”; usualmente usam-se capacitores de 1uF (1 microfarad) = 10-8 
farads ou luuF (micromicrofarad) = 10-12 farads, chamado também de 
picofarad (pF). 
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Qualquer par de condutores independentemente de forma ou arranjo 
pode ser considerado um capacitor. A definição de capacidade é porém 
realmente útil apenas quando a indução é completa, isto é, quando tôdas 
as linhas de fôrça que se originam num dos condutores termina no outro. 

Neste caso a carga elétrica sôbre um dos condutores determina a 
carga no outro e a capacitância do arranjo é escrita como 


“o Q 
Es Vi-Vo 
onde 


25 5 
Vi-Vo = E.dl 


6. Exemplo de cálculo de condensadores: 
Capacitor cilíndrico 


Um capacitor cilíndrico, de comprimento |, é formado por dois cilindros coaxiais 
de raios a e b (figs. 87 e 88). Qual é a sua capacidade? Supor que seja o capacitor muito 
longo (isto é, | >> b), a fim de que se possa desprezar a deformação das linhas de fôrça 
nas extremidades. 


Utilizemos como superfície gaussiana a de um 
cilindro coaxial de raio 7 e comprimento !, fechado 
por bases planas. Aplicando-se o teorema de Gauss 


> > 
co PE.ds=q 


A carga no cilindro interno é suposta negativa; 
neste caso tem-se 





co E(2mr) (1) = q, SUPERFICIE 


GAUSSIANA 


Fra. 87 


onde todo o fluxo atravessa a superfície cilíndrica lateral e não 
a das bases. Tirando-se o valor de E, obtém-se 


es: 


27€97 


A diferença de potencial entre as armaduras é dada por 
bo Ss —s, > > : 
/ E.di (observar que E e di(= dr) têm sentidos opostos), ou 


Fira. 88] 4: “ seja 
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= — = = — q É =: q — 
ve fRd-f ro foi = aaa 
a a 


a 











A capacidade é dada, finalmente, por 


= gq. o Z2meol 
= Vo In(bja) 


7. Associação de capacitores em paralelo 


A fig. 89 representa três capacitores associados em paralelo. Vamos 
determinar a capacidade €, equivalente à do conjunto. “Equivalente” 
significa que, se colocássemos dentro de uma caixa a associação em paralelo 
e, dentro de outra, o capacitor equivalente, com os fios a e b ligados aos 
respectivos terminais, não seria possível distinguilos por meio de 
medidas elétricas realizadas externamente às caixas. 


A diferença de potencial entre as armaduras de cada capacitor da 
fig. 89 é a mesma. Isso acontece porque tôdas as armaduras superiores 
estão ligadas ao terminal a, e tôdas as inferiores, ao terminal b. Aplicando 
a relação q = CV a cada um dos capacitores, vem: 


q, q> 93 
C Cc TC 
Fira. 89 
q. = CiV; q2 = CV e q3 = CsV. 
A carga total da associação é igual a 
q=qa+q2 +g=(CG+4+0+4C03) V. 
À capacidade equivalente vale, pois 


C= 5 =Q+C+Cs. 


Este resultado pode ser facilmente generalizado para um número 
qualquer de capacitores, associados em paralelo. 
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8. Associação de capacitores em série 


A fig. 90 representa três capacitores associados em série. Vamos 


determinar a capacidade €C “equivalente” à do conjunto. 


No caso de capacitores associados, como se vê na fig. 90, o módulo 
q da carga existente em cada armadura deverá ser o mesmo. Isto se dá 
porque a carga total contida na 
porção do circuito encerrada pela 
linha tracejada deve ser nula, uma 
vez que as armaduras, inicial- 
mente, estavam descarregada e a 
ligação de uma bateria entre a e b, 
apenas poderá produzir a separa- 
ção de cargas, nesta porção do 
circuito permanecendo nula a car- 
ga total. Supondo que não haja 
“descargas” através de C; nem de 
Cs, é impossível a entrada ou saí- 
da de carga na região limitada Fra. 90 
pela linha tracejada. 


V 
t 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
] 
L. 





Usando a expressão q = CV para cada capacitor, vem 


Vi = O E qe ds 
C2 U3 











A diferença de potencial, aplicada à associação em série, é igual a 


1 1 1 
V=W+VotVa o(a a A =): 
A capacidade equivalente 


C 


<|e 











ou 








A capacidade equivalente de uma associação em série é sempre inferior 
à menor das capacidades dos componentes. 
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9. Métodos especiais para a solução de problemas 
de eletrostática 


Existem vários métodos especiais para resolver a equação de Laplace, 
com condições de contôrno determinadas, mas a sua discussão completa 
só pode ser feita em cursos mais avançados; alguns dêstes métodos uti- 
lizam funções complexas, funções de Green e outras técnicas matemáticas. 
Discutiremos aqui um único método muito simples e que não tem com- 
plicações matemáticas. 


y 9.1. Método das imagens. 
— Consideremos, como já o fizemos, 
P(xyZ. duas cargas pontuais de sinais con- 


e trários a uma distância 2d uma da 
Po(O,0y) 7 É) 


MIN Tr 
DN 4,4 / 


outra (figs. 91 e 92). 


q 


A 





Tia. 92 


Todos os pontos do plano normal à linha que une as duas cargas 
que passam pela origem O têm potencial zero; com efeito: 


raid a DI san ao arde png | E 
V(P) Fm 4reo [ (y2 +d2 +22)1/2 (y2 +d2 4+22)1/2 = O 


Se então colocarmos uma placa metálica muito grande no lugar dêste 
plano e a ligarmos à Terra(*) (potencial zero), nenhuma modificação 
ocorre na distribuição das linhas de fôrça (fig. 93). 


(*) Ligar qualquer condutor à Terra é o mesmo que estendê-lo ao infinito, isto é, fazer com que seu 
potencial passe a ser zero, uma vez que a Terra pode ser considerada infinitamente grande em relação aos 
condutores que se consideram usnalmente. 15 conveniente lembrar que a Terra é um bom condutor de 
eletricidade. Na realidade a Terra é elétricamente carregada e possui um certo potencial diferente de zero 
em relação ao qual todos os demais potenciais são medidos; isto corresponde apenas a um “deslocamento” 
do potencia! zero e não dá origem a dificuldades. 
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Do ponto de vista de um observador situado no 
lado direito da placa metálica as únicas cargas que 
determinam o campo são a carga +q e as cargas que 
forem induzidas na placa metálica. 


Os dois problemas são pois idênticos do ponto +q 
de vista de eletrostática; o problema de uma carga 
pontual diante de uma placa metálica ligada à Terra 
pode ser resolvido substituindo a placa pela sua ima- 
gem onde por imagem se entende a imagem especular 
ca troca da carga +q por —q. o 

Num ponto qualquer do espaço o potencial é Fra. 93 





To se (uu +(x-d)+e2] 12 = ye + (rd)? pegos 


4reo 


O campo num ponto qualquer do espaço é: 

















E, = — dé = —s fGr-DIvt + (2-0)? espeto = (ad)? ad)? eee jrnto À 
Fo bn 4Teo ) 
E, =- So = qu Haap este gy d pers 
o Voc q 2 2 21-8/2 29! 3 Lu2s.o21-312 1 
E, = = alie+d)2 + yº + 22] alte d)2 +y2 42º] 
z 4reo Í 


no plano x = O (istoé, sôbre a placa metálica) E, = 0, E: =0e 


E, = - ei d(y2 +d? +22)-8/2 


4reo 


a densidade superficial é 

o; = ma d(y2 +d2 4 22)-3!2 
27 

A carga total sôbre o plano 
deve ser igual a +q (com o 
sinal trocado) pois tôdas as 
linhas de fôrça que se ori- 
ginam em +q terminam 
neste plano (fig. 94). 
Com efeito, no plano %,2 


fosas= 


o 
9) Layera rest? . ds 
o 2 ds = dz dy 
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y Esta integral pode ser fàcilmente calculada em 
pde coordenadas polares (fig. 95). 








Z = p cos 8 
y = psen 0 
2 +yl=p? 
: ds =p dê dr 

pdo dy 

ee a . 
a d pdp o des 
A va o q 


Fira. 95 


pois 


s pdp e 
(d2 (d2 + p2)312 E d 


Êste método de solução pode ser generalizado para outras situações, 
como a de dois planos semi-infinitos que se intersecam em ângulo reto 
(fig. 96). A carga q e sua imagem horizontal mantêm o plano vertical 
no potencial zero; a mesma carga q e sua imagem vertical fazem o 
mesmo com o plano horizontal. É fácil ver que a carga +q (imagem) faz 
também parte do sistema de imagens; a ação destas quatro cargas substitui 
(para efeitos de cálculo de campo na região do espaço onde se encontra 
+q) os 2 semiplanos de potencial zero. 





o a | at a ds do a a 
ea: 47reo LAP BP " DP o” | 


Argumentos do mesmo tipo podem ser usados para ângulos agudos, se 
a = r/n, isto é, se o ângulo dos dois planos fôr um submúltiplo inteiro 
de m (fig. 97). 


NS 


A N B 
4 ACO 
O imagem 


Rss 





O a 
iai imagem 


Fra. 96 Fic. 97 
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10. Coeficientes de capacidade 


Os casos de condensadores que discutimos acima são casos particulares do problema 
mais geral, em que se têm N condutores carregados em presença. Consideremos por 
simplicidade três condutores no interior de uma cavidade num metal, cujo potencial 
é zero: esta cavidade em particular pode ser feita infinitamente grande, de modo que o 
contôrno passa a ser o infinito cujo potencial é zero. 


Sejam Vi, V>2 e Vs os potenciais dos condutores e Q1, Q2 e Q3 as cargas sôbre êles. 


Éste estado de coisas pode ser atin- V=0 
gido por várias etapas. 
EraPa 1 (fig. 98). Suponhamos inicial- f 


mente que os condutores 2 e 3 sejam ligados ç 
por um fio metálico à superfície exterior 4 Rr aaa 
de modo que seus potenciais sejam zero: X TO 


Vo = Vs =0. A 


As linhas de fôrça que se originam no q) 
condutor 1 acabarão em parte no condutor PA 
2e3eem parte na superfície externa: ha- 
verá, pois, cargas nestes condutores (apesar 


do seu potencial zero). Fia. 98 


V=0 V=0 


Ms A ar, 
e Dç 


Fia. 99 Tia. 100 


5 TO ES 


Então Qi = CiVi; Qo = Ca1Vi; Q3 = Ca1Vi 


onde (11, (21 e C31 dependem da quantidade de linhas de fôrça que, tendo origem em 
1, acabam em 2 e 3. É claro que estas grandezas são constantes pois, por exemplo, dobrando 
a carga Q1 as cargas Q>2 e Q3 dobrarão também. 


ErarA 11 (fig. 99). 


Vi=V3: =0 
Q1 = CiaVa 
Q2 = C22Vs 


Q3 = Ca2Vs 
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Vv=0  Erara J1 (fig. 100) 


Vi = Vo =0 
Q1 = CiaVs 
Q2 = Ca3Vs 
Q3 = C33Vs 


Podemos agora superpor estas 3 eta- 
pas, o que é também um estado possível 
do sistema (fig. 101); pelo princípio de 
superposição, que é decorrente da aditivi- 
dade dos campos elétricos e, portanto, dos 

Frio. 101 potenciais, é claro que 


Qu = ciVi;i 4 ciaVa + csVs 
Qo = corVi; + cosVo + cosVs 
Qs = caVi + ca2Va + c33V3 


onde os coeficientes dependem da geometria do sistema, isto é, do tamanho, forma 
e posição relativa dos condutores. 


Os “'c”” são chamados de coeficientes de capacidade e se reduzem à capacidade que 
já definimos, quando um dos condutores envolve o outro (caso em que tôdas as linhas de 
fôrça do condutor interno acabam no externo — êste caso é o da indução completa; no 
caso geral a indução é incompleta). 


Em geral: 
N 
O = o CiyVy 
=1 


O sistema acima pode ser resolvido para os potenciais, obtendo-se 


Vi = par Qu+4 pis Q2 + pis Qs 
Va = p21 Q1 + p22 Q2 + pos Q3 


Vs = p31 Q1 + 732 Q2 + P33 Os 
ou em geral 
N 
Vi = >, Pis Qy 
$=1 


os Py são chamados de coeficientes de potencial. 


Nem todos os c;; e 7;; são independentes; pode-se mostrar em geral que 


Cy = Cy 


Dis — Pyx 
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EXERCÍCIOS 


1. São dadas duas cargas puntiformes fixas +7 e —q, no vácuo, à distância mútua a 
Perpendicularmente ao segmento que une as cargas e passando pelo seu ponto 
médio coloca-se uma placa metálica de área muito grande e espessura d < a, isolada 
e neutra. I) Esboce as linhas do campo elétrico. II) Represente qualitativamente 
a densidade elétrica superficial da placa. III) Esboce o diagrama cartesiano do 
potencial V ao longo da reta que contém as cargas puntiformes. 


2. Uma esfera metálica ôca, de raio interno R, = 0,50m e externo Ra = 0,59m, é 
eletrizada com carga total Q = + 0,60C. Está isolada e no vácuo (fig. 102). 
Determine 


a) As densidades superficiais de carga o, e oz nas superfícies interna e externa 
da esfera. 
b) O potencial da esfera. 


c) O campo elétrico num ponto próximo à superfície externa. 


DENSIDADE SUPERFICIAL: Ás cargas irão se distribuir apenas na superfície 











externa, homogêneamente. Portanto: c) = 0 e oz = É . 
2 
0,60 C 
Sos 9,60 0,16 — 
47. 0,552 m 


PorenciaL: Calcula-se V supondo a carga concentrada no centro da esfera, 
produzindo um potencial na superfície externa. Note, no entanto, que êsse valor 
é o mesmo para qualquer ponto interno à esfera. 


des Ro 0,55 


CAMPO NUM PONTO PRÓXIMO 


E-=O p .016xX 100 
“o “ g8x 1012? 


E = 1,8 X 104 ro (=) 
m 





Verifique se êse campo é igual ao produzido na superfície externa pela carga Q 
concentrada no centro da esfera. Qual é o valor do campo nos pontos internos da 
esfera ? 


3. Mantendo as mesmas condições iniciais do problema 2, imagine uma carga puntiforme 
q = + 0,30€ colocada no centro da esfera. Determine 


a) As densidades oc, e os. 
b) O potencial V. 
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10. 





—) 
Q c) O campo elétrico E em pontos internos e próximos à 
superfície. 
fo Veja que: o, = + (por quê?) 
nh4 
ane ea (concorda ?) 


Fra. 102 


São dadas duas esferas concêntricas, uma maciça de raio R, = 0,50m e outra 
ôca de raio interno Rs = 0,80m e externo Rs = 0,85m. Eletriza-se a esfera inter- 
na com carga Q = + 0,55 uC e liga-se a esfera externa à terra. Calcule as cargas 
e os potenciais das três superfícies esféricas definidas pelos raios R,, R> e Rs. 
Calcule os coeficientes de influência e capacidade dêsse sistema de dois condu- 
tores. 


Uma placa plana condutora, infinita, ligada à Terra, tem, nas suas proximidades, 
uma carga puntiforme q. Demonstre que a carga elétrica situada numa porção 
qualquer da superfície da placa é proporcional ao ângulo sólido definido pelo ponto 
onde está a carga q e pelo contôrno da porção considerada. 


A intensidade do campo elétrico que produz efeito Corona na superfície de uma 
esfera metálica é 3,0 X 108 V/m. Calcule a máxima carga elétrica que se pode 
fornecer a essa esfera sabendo que seu raio é R = 10cm. Calcule o potencial máximo 
que ela pode atingir, supondo-a afastada de qualquer outro corpo. 


Um capacitor plano é formado por duas placas metálicas retangulares, planas, de 
área S = 50cm2, separadas pela distância h = 1,5em. Coloca-se entre essas arma- 
duras, paralelamente a elas, uma chapa metálica maciça, de espessura d = 0,5em 
e área S. Determine a capacidade do nôvo condensador assim formado. Esboce 
o diagrama cartesiano do campo elétrico É ao longo de um eixo perpendicular às 
placas, quando se aplica entre as armaduras uma diferença de potencial 
V=30x 10º V. Determine as densidades de carga elétrica nas superfícies em 
Jôgo. 


Seja uma esfera metálica de raio R, inicialmente neutra e ligada à terra. "Coloca-se 
uma carga puntiforme q à distância d > R do centro da esfera. Esboce as linhas do 
campo resultante. Esboce qualitativamente a densidade superficial de carga na 
esfera. Determine o valor da carga elétrica que aparece na esfera. 


Um cilindro metálico maciço de raio R e comprimento L >> R está eletrizado 
com carga elétrica total Q. (Chame q = e a carga por unidade de comprimento 


do cilindro.) Calcule o campo elétrico produzido por êsse cilindro nos pontos P 
situados à distância r do eixo do cilindro, nos casos em que r>R,r=R 
er< ak. 


Calcule a capacidade de um condensador cilíndrico no vácuo. 
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11. 


12; 


18. 


O esquema da fig. 103 representa três capacitores A 
A, Be C, ligados entre si através do terminal | 
comum D. Os outros terminais 4, B e C estão C=1,0MF 
ligados aos potenciais: D A 
Va = 150 V (= 3,0p F C=2,0pF 
Va = 300 V 
Voc = 0, 
Fic. 103 


respectivamente. Supondo que antes da ligação 


os condensadores estivessem descarregados, determine a carga de cada conden- 
sador. 


Solução: Qu = Ca(Va4- Vp) = Ca U a 
Qp Ss Co(Vp-Vs) es Cs Us 
Qc = Co(Vp- Voc) = Cc Uc 
Us+ Us =-150V 
Us + Uç = 150V 
Q14 + OB + Qc = 0 (por quê?) 


Resolvendo o sistema, vem: 
Qu Fer 37,5uC ; QB = — 315,0uC ; Qc = 337,9uC 


No problema anterior, suponha que antes da ligação o condensador A Já possuísse 
uma carga inicial Q4 = 38,5 C. Refaça o problema. 


Calcule a capacidade do capacitor plano de faces retangulares não-paralelas repre- 
sentado no esquema abaixo (fig. 104a e b) 


Fira. 1044 


(Imponha a restrição L= h.) 


Que você acha da seguinte solução, isto é, quais os erros que se cometem nela, decor- 
rentes de hipóteses simplificadoras adotadas? 





Fic. 1C4b 
1 = SIS sodz.d 
y y 
bd É 
C = / Ta (continue) 
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14. 


15. 


16. 


17.. 


18. 


No problema anterior, faça h=d-ael=d+Ha, com «a<<d. Discuta a 
seguinte resposta para o problema: 


BR so 
e (1 + 3 o, 





Determine a condição a que deve obedecer o raio interno de um condensador cilíndrico 
para que o campo elétrico na armadura interna seja mínimo. Supõem-se fixos o 
raio externo e a tensão aplicada. 


É dada uma esfera dca, de raios R, e Rs, com R2 - Ri =a<< Rz. O campo 
elétrico num ponto da superfície externa vale E. Demonstre que, se fôr perfurado 


um pequeno orifício na esfera, o campo no local do orifício passa a ser 


Um observador, com um dispositivo para medir o campo elétrico E, está localizado 
a uma certa distância de uma carga puntiforme fixa q. Um pequeno pedaço de um 
tubo metálico é abaixado por uma corda isolante até envolver a carga puntiforme. 
De que forma isso altera o campo elétrico medido pelo observador distante? 
Explique. Se você está num laboratório, no interior de uma caixa grande de cobre, 
você pode saber se há cargas sendo movimentadas no exterior? Explique. 


Um condutor esférico A contém duas cavidades esféricas. A carga total do condutor 
é nula. No entanto, há uma carga puntiforme q, no centro de uma cavidade e q; 
no centro da outra. A uma grande distância 7 está outra, qa. Qual a fôrça que age 
em cada um dos quatro corpos 4, q» q: € qu? Quais dessas respostas, se há alguma, 
são apenas aproximadas e dependem de ser 7 relativamente grande? 


————» 
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ENERGIA ELETROSTÁTICA 





1. Energia eletrostática 


Chama-se energia potencial eletrostática U de uma distribuição de 
cargas o trabalho necessário para formar o referido sistema, isto é, trazer 
as cargas (ou condutores carregados) do infinito até suas posições; êste 
processo naturalmente envolve um rearranjo na distribuição de cargas 
e tôda a energia consumida no processo está contida na energia potencial. 
Se esta energia potencial é conhecida como uma função das coordenadas 
das cargas componentes U = U(x, y, 2), à fôrça que atua numa carga 
dada na direção de uma das coordenadas (x por exemplo) é a derivada 
parcial negativa de U (x, y, 2) em relação a esta coordenada(*). 

oU | UU. | oU 


Postes ga ras a 


or * E oy ' õz 


Calculemos inicialmente U(x, y, 2) para uma distribuição discreta 
den cargas; consideremos Inicialmente uma carga fixa q; em P4; o trabalho 
realizado para trazer q> do infinito até um ponto P> distante de m,2 da 
primeira (fig. 106) é 

1 qi qe 
U, = 5— E 


Áreo "192 


Se agora q3 fôr trazida do infinito para o ponto Ps que dista r;s de P, e 
r23 de P> (fig. 107), o trabalho realizado é: 


P 
Cercorranaea 12 Pp 
q “Covanaa 2 
1 q q3 q2 q3 ! ia 
na (Ed q2 q3 E 
i 4reo r13 A r23 a 
Fira. 106 
(*) Isto decorre da definição de energia potencial 
a RR 
teias 2 mn ques sefUdcrr aa 
9x uy dz z yu 2 
Portanto 
feras OR o is pao = SU 


z dE" SM dy "2 õz 
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P 








dia ca F> Se, finalmente, uma carga qu fôr trazida à 
a AR posição Ps (fig. 108) 
q 
1 $ 
; Poá 1 no q2 q4 q3 qa 
Fis r Us =-— Es ee efe pras 
1 A as 4reo ria. T24 "34 
s 4 
Vá 
pda A soma de Ui, Us, Us e Us é à energia total 
Fic. 107 do sistema. 
1 l 2 
ra sra 2 + 
o Ho p 2 “lreo r12 r13 riu 
q, q CO Ce mata a ama 2 
' “ea r A 9a q1 
on 4 + (E = - Eda: + 
"at “o las 21 23 
8 e 1'24 
AN é q1 q2 4 
PS “a : REP Ta ci e q3 + 
SO Maid “q : r31 732 
da Rs aaa ú 
54 “w 
Es qi q2 q3 
Qu Ee a id, 
ij "41 E r492 ei 
Fira. 108 


Note que em cada parêntese (no primeiro, por cxemplo) tem-se a 
carga (q1) multiplicada pelo potencial que as outras 3 cargas criam na 
posição em que ela se encontra. 


É clara, pois, a lei de formação da expressão que dá a energia potencial; 


se a 1-ésima carga é representada por q, e o potencial no ponto em que 
ela se encontra fôr V,, então 


Se as cargas não são discretas mas distribuídas com continuidade 


no espaço com densidade p(x,7),2) num volume dado generalizamos a 
fórmula acima para 


v=I [mn Vania 
: 


A integração deve ser estendida ao volume V que contém as cargas; 
como, porém, nos pontos externos a V não existem cargas p(x,%,2) = 0 
pode-se pensar esta, ee como estendida a todo o espaço. Mas pela 


le de Gauss div E = = -—— : donde p = « div E. 


A) 
Portanto 
— f V div E dv 
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a 


É necessário agora usar a seguinte fórmula do cálculo vetorial(*) 
> 4 > 
div(VE) = Vdv EA E.grad V 


Então = aii da 
V dv E=div(VE)-E.grad V 


e 
=D [ div(VEd -2 [Ega V d 


Pelo teorema do divergente 


f div (VE) d = f VE).d 
V 


s 


! 1 
Como o potencial de uma carga cai com = eo campo elétrico com er 


é claro que esta integral dará zero se a superfície escolhida fôr suficien- 
temente grande, pois ds cresce apenas com r2 (se tomarmos a superfície 


—s 
como esférica), enquanto que VE decresce com 143, 
Segue-se que 
; —, 
f div (VE) do = 0 
V 





Finalmente 
U-- 2 f E .grad V do 
V 
e como Ls 
E =- grad V 
U = E f E2 dv 
V 


a integral deve ser estendida a todo o espaço. Esta é a energia total da 
distribuição de cargas; pode-se pensar assim que a energia que o sistema 
possui está contida em cada volume dv do espaço, mesmo que nêle não 
exista carga. 

Se tivermos uma distribuição de condutores do tipo de um conden- 
sador em que tôdas as linhas de fôrça são contidas entre os condutores 


, 
(*) div (VE) = = (VE) + 5 UE) + = VE) 
9V 0E, 
ae E A + ve 


—) 
VdvE+E.grad V 


grad V 


>9V > 09V > 9V 
(: ——- +) — + k ei como sabemos. 
dz Sy dz 
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(como uma esfera dentro de outra ou um condensador de placas paralelas) 
é possível calcular a energia dêste sistema calculando a integral acima 
sôbre o volume onde se encontram tódas as linhas de fôrça. Em particular 
a energia no Interior de um condutor é sempre zero, porque o campo aí 
é zero; a energia está tôda no espaço que envolve o condutor. 


2. Exemplo do condensador plano 


O campo elétrico no interior do condensador é constante e igual a: 


o 


À energia é, pois 


V=5 EV 


onde V é o volume limitado pelas placas do condensador (A é sua área 
e d a distância entre as placas). 








Então 
Mas Sos = (, capacidade do condensador. 
Então 
2 
1-1 
e como 


podemos também escrever a energia das seguintes formas 


1 C2V? 1 1 4é 1 
ends E e E dO Da 
O a €V E > “dq 94 
V 


Outra forma mais direta de chegar ao mesmo resultado é o seguinte: 
suponhamos que o condensador seja carregado transferindo uma carga dg” 
de uma placa para outra; quando esta operação está em progresso, o 
potencial entre as placas num instante em que a carga nas placas é q” é 
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Então 


dU = V'dy' = — da! 


q! 
f o 4 


Os limites da integral vão de zero (condensador descarregado) até que 
êle esteja completamente carregado com carga q. 


U 


Segue-se que 





1 q? : 
Es E +» como anteriormente. 


C 


3. Fórça na superfície de um condutor 


Na superfície de um condutor as linhas de fôrça são perpendiculares 
à superfície; então, para calcularmos a fôrça na área ds precisamos calcular 
a derivada ao longo da direção normal. 


Partimos de 
U 3 f E? dv 


No volume infinitesimal ds dr = dv 
aU = — E2 ds dr 


dU € 2 s A º 
E = — = o E ds; a tôrça por unidade 


de área é, pois 


Fa 
ds 








En 2 

= fn= L2 
2 

Fra. 109 


E, é o campo normal à superfície; pelo teorema de Coulomb 


o 
En =— 


Portanto 
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Esta é a fôrça mecânica atuando na carga superficial; como as cargas 
não podem usualmente escapar do condutor, a fôrça é comunicada por 
elas à própria superfície. Se, contudo, colocarmos uma carga grande 
demais na superfície a fôrça se torna tão grande que uma descarga elé- 
trica salta da superfície do condutor. 


Por exemplo, lembrando que 


obtém-se a fôrça que atua na placa de um condensador plano 


= €q Vz2 
ds 2 d? 
Nora — Como U = — Ê qiV:; para N cargas discretas e lembrando as 


=1 
fórmulas da nota final do o vL, podemos escrever 


N 


N 
U=— 5» > Pij GW, 1H 


ou 


2 


1 N 
U =— DV Vy,ixjy 
2 1 9=1 


à 


isto é, a energia pode ser também expressa em têrmos dos cosficientes d2 potencial e 
de capacidade. 


EXERCÍCIOS 
1. Três cargas puntiformes iguais, de intensidade q = 3,0 uC são colocadas nos vértices 


de um triângulo equilátero de lado a = 10,0cm. Calcule à energia eletrostática 
associada a essa distribuição 





Solução: 
3 
AS 1 
MN = 2 >, qi V: 
/ N i=1 
/ A 
]7/ q 
N 3 
z N U=>qvV 
/ N 2 
Á A 
, DE RSS gs eo ba V = 2q o q 
Fra. 110 4reça 27e0a 
302 
alisa 
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Substituindo: U = 2,43J 
(Esse foi o trabalho que o observador realizou para trazer as cargas às posições 
finais.) 

2. Calcule a energia eletrostática de uma distribuição esférica uniforme, de raio R e 
densidade constante p. 


Solução: 


1 
V 


V = potencial no ponto de coordenada r em relação ao centro O. 
Veja se está correta esta expressão de V 


onde dg = pdV = 4rr2 pdr 


1 4 4 

Vo Es ns [O a É qR? ) 
4reo o id o E 

Se estiver, simplifique e substitua na integral acima desenvolvendo-a. 

Se não estiver, corrija-a. 


3. Calcule a energia eletrostática de uma distribuição superficial esférica de raio R 
e densidade superficial o constante. 


4. Demonstre que a energia eletrostática de uma esfera condutora, isolada, de raio R, 
carregada com carga Q se encontra totalmente distribuída no espaço exterior à 
esfera. 


Solução: 


dU = — eq kº dv 


. 


to |— 


No interior da esfera, ou seja, para r < R, o campo é nulo, portanto dU = 0. 
Para r > R o campo vale 





Q 
Bs 
4reor? 
Portanto 
l Q 3 
dU = 5 eo (o) dv 
ou Q2 
dU = 3272 egrt - dv 
2 2 2 
AU = Q24mr2dr | Q2dr 


3272 egr* 87 eor? 


Integrando no espaço exterior à esfera, ou seja, entrer = Rer> o 


U = no dr = q (em módulo) 
R 


Sreor? 8reoR 
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10. 


Veja se essa não é exatamente a energia de uma distribuição superficial esférica 
homogênea de cargas (problema 3). De qualquer forma, veja que é igual a 


1 
do DE 2 
U 5 CV 
onde C (capacidade da esfera isolada) = 4r « R. 
asi RE ae RE 
E a 


Demonstre que a energia eletrostática armazenada num condensador esférico está 
totalmente distribuída no espaço entre as placas. 


Demonstre que a energia eletrostática armazenada num condensador cilíndrico 
está totalmente distribuída no espaço entre as cargas. 


Utilizando a expressão da densidade volumétrica de energia eletrostática 


dU 1 

Ear des gs Bê 

dV 2 
calcule a energia de uma distribuição volumétrica de densidade p = const. e raio £. 
(Observe agora que o campo no interior da distribuição não é nulo.) 


Um condensador de capacidade C1 = 2,0uF está carregado sob uma tensão 
Vi = 3,0 X 103 V. Um segundo condensador tem capacidade C2 = 1,0 4F e está 
carregado à tensão Va = 2,0 X 103 V. Ligam-se os dois condensadores entre si 
pelos seus terminais e espera-se atingir o equilíbrio. Determine a energia armazenada 
em cada condensador antes e depois da ligação. 


Tem-se um condensador plano, a vácuo, com armaduras de área S = 50cm?, sepa- 
radas pela distância h = 2,0cm, carregado à tensão U = 6,0 X 10º V e isolado, 
ou seja, seus terminais não estão ligados a qualquer outro elemento. Um operador 
introduz entre as armaduras uma placa metálica, isolada, de espessura b = 0,50cm 
inicialmente neutra, paralelamente a elas. Calcule o trabalho realizado pelo operador 
para introduzir a placa. 


Solução: Calcule a energia armazenada no condensador antes e depois da introdução 
da placa, aplicando 


1 
Gaio 2 
U Des 

ou 1 
VU=594V 


O que se manteve constante e o que variou na experiência (0?, V?, Q?). 


A diferença entre as energias calculadas é o trabalho realizado pelo operador. O 
operador teve de empurrar a placa ou precisou segurá-la? 


Dois condensadores, 1 e 2, têm capacidades Cj e Cs», respectivamente. Liga-se o 
condensador 1 a um gerador e, após o afastamento do gerador, faz-se saltar uma 
faísca entre as armaduras. Carrega-se o 1 novamente como antes e ligam-seo 1e 02 
em paralelo, aparecendo uma faísca ao se fazer a ligação. Então separam-seo le 02 
e cada um dêles é descarregado através de uma faísca. Calcule a relação entre as 
energias das quatro faíscas. 


Resposta: (CC +C2)2:C(Ci +02) 2: Ch: C1C> 
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NOÇÕES SÔBRE A ESTRUTURA DA MATÉRIA 





1. O átomo de Thomson 


O desenvolvimento da química e a teoria cinética dos gases conven- 
ceram boa parte dos físicos do século xix de que a matéria é constituída 
de átomos, sôbre cuja estrutura interna se sabia muito pouco. 

Não podia haver dúvida também que eletricidade devia estar presente 
no interior dos átomos que, no entanto, como um todo, eram neutros. 

A dimensão aproximada dos átomos podia ser obtida do número de 
Avogadro; se 6,02 X 1023 átomos formam um átomo-grama de qualquer 
substância (ouro, por exemplo), é possível calcular que volume do espaço 
cabe a cada átomo; um átomo-grama de ouro, por exemplo, são 197 
gramas que, com a densidade de 19,3g/cm?, ocupam um volume de 10,2em?; 
neste volume existem 6,02 X 1023 átomos; portanto, cada átomo tem à 
sua disposição um volume de 1,7 X 10-2ºcm?. 

O estudo dos efeitos da luz (e dos raios X) sôbre os átomos levaram 
Thomson a supor em 1898, um modêlo para o átomo denominado, às 
vêzes, “pudim de passas” (fig. 111). 


eletron 





materia corregada positivamente 


Fra. 111 


Neste modêlo a carga positiva ocupa uma esfera de raio aproximado de 
10-Sem e inseridas nela, como passas num pudim, encontram-se cargas 
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negativas de valor “e (e, carga em módulo do elétron) em número suficiente 
para neutralizar a carga positiva. 


fiste modêlo é muito útil para calcular as propriedades óticas das 
substâncias. 


Submetido, porém, a um teste experimental direto em 1911, os re- 
sultados desta experiência levaram ao seu abandono. 


2. O átomo de Rutherford 


O teste experimental do modêlo de Thomson do átomo foi feito por 
Rutherford e Marsden em 1911, que bombardearam uma fôlha fina de 
alumínio com partículas alfa (partículas alfa são átomos de gás hélio do 
qual foram retirados dois elétrons, sendo pois carregados com duas cargas 
positivas +2e). 

A idéia da experiência é a seguinte (fig. 112): se o modêlo de Thomson 
é verdadeiro, as cargas elétricas do átomo (positivas e negativas) estão 
distribuídas com uniformidade num volume relativamente grande e não 
se deve esperar que fôrças muito intensas atuem nas partículas alfa, provo- 
cando grandes desvios; o que foi observado experimentalmente é que 
grandes desvios ocorrem com frequência muito maior do que se esperava 
no modêlo de Thomson, indicando a existência de uma forte concentração 
de cargas positivas. 


6, 
1 8 o y 


A E O S/ 


Ni ad 


mt Dc 
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As medidas indicam que as cargas positivas se encontram numa 
esfera de aproximadamente 10-!2cm de raio, isto é, 10.000 vêzes menor 
que o raio do átomo (fig. 113). Neste modêlo, portanto, o átomo é uma 
estrutura muito vazia, como o espaço entre o Sol e os planêtas no sistema 
planetário. 
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Decorre de um dos teoremas que estudamos no cap. Iv que o átomo 
não pode ser um sistema estacionário, isto é, os elétrons não podem per- 
manecer parados; se isto ocorresse a fôrça atrativa entre os elét:ons e 
o núcleo faria com que os elétrons se precipitassem sôbre êle (como ocor- 
reria com os planêtas caso sua velocidade diminuísse — ou com a Lua, 
que cairia sôbre a Terra, caso parasse). 


COLIMADOR 


Fôlha de 
Alumínio 





Particulos & 
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3. As órbitas eletrônicas (átomo de hidrogênio) 


Para um elétron que gira numa órbita circular de raio r em tôrno 
de um próton, a fôrça centrípeta é (fig. 114). 


mr? 





PE 


r 


que é igual à fôrça eletrostá- 
tica F, 


TORBITA DO 











ELETRON 
l e? 
Ro 
d4reo Tr 
Fe = Fe 
é v 
my? l e” 
E ao e 
r dreo r aloe 


Donde se obtém a velocidade 
do elétron 


€ 
VU: EE 
V4reo mr 
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Como o raio da órbita do átomo de hidrogênio é da ordem de 0,5 X 10-8cm, 
v = 10.000km/s. 
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Em um segundo o elétron dá um número enorme de voltas em 
tôrno do núcleo. Como o comprimento da órbita é da ordem de 
27 X 0.5 X 10-%m = 3 X 10-S%em = 2 X 10-1%m, êste número é 


107m/s 


> ms 17 E 
3X 10-10%m & 3,3 X 1017 voltas/s 


A energia total do elétron no átomo de hidrogênio é dada por 


E=TA4P 
ds md 1 
T — energia cinética = o mu? 
e2 
P — energia potencial = — E E esta energia potencial é negativa porque a 
T€En 


carga do elétron é negativa e, portanto, a fôrça entre o próton e o elétron é atrativa. 


my”? e2 


2 Areor 


E=7T+P= 





Substituindo v pelo seu valor calculado acima 





Substituindo o valor de r = 5 X 10-!Im obtém-se, para E, 2,38 X 10-18 
joules = 2,3 X 10-!l crgs. Em elétron-volts temos 


E = 13,6 elétron-voits (*) 


Se esta energia fôr fornecida ao átomo, é possível arrancar o elétron 


2 


do próton, isto é, “ionizar” o átomo ou dissociá-lo. 


4. As raias espectrais e o átomo de Bohr 


Contririamente ao que acontece com a luz do Sol, que contém tôdas 
as frequências do espectro visível, o gás de hidrogênio quando excitado 
por uma descarga elétrica emite apenas certas frequências fixas e 
determinadas; na emissão de uma frequência dada o átomo perde uma 
quantidade fixa de energia. O que é razoável pensar é que no seu estado 
fundamental o elétron gira em tôrno do próton numa órbita de 0,5 X 
X 10-8em, sendo ligado a êle por uma encrgia de 13,6 ecV; caso o átomo 
seja excitado (absorva energia), êle se afasta do núcleo, diminuindo com 


(*) É comum em física atômica usar como unidade de energia o elétron-volt, que é definido como sendo 
a energia que um elétron adquire quando é acelerado a partir do repouso por um potencial de 1 volt. 


l1leV = 1,6 X 10712 ergs 
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isso sua energia de ligação, para 


ao 
um valor E,; quando volta ao nr 
estado fundamental, emite-se luz 
correspondente a uma energia e 
13,6 - E, 
Como a energia é dada por E 
n= 
e2 
DE 
8reo” n=2 


o que se conclui é que os raios 
que os elétrons podem ocupar não 
As : 2 sta CNJ 
são arbitrários, sendo permitidos o 
A . A r 
apenas certos valôres fixcs. Se êste Da) q 
não fôsse o caso, um átomo não 
teria um espectro característico. 


O que se pode dizer é que a 
existência de raias espectrais nos 
leva a supor que os raios das 
órbitas eletrônicas são quantizados 
(fig. 115). dd 


d. Ondas de de Broglie 


A idéia de quantizar os raios das órbitas dos átomos se relaciona 
com as idéias que de Broglie propôs em 1924, referentes ao caráter ondu- 
latório que a matéria apresenta em certas condições; de Broglie sugeria 
que se associasse a uma partícula (elétron, próton, nêutron, etc.) de massa 
m e velocidade v (momento p = mv) um comprimento de onda 


h h 


À = = —— 


Po my 


onde h é uma constante universal (constante de Planck): 


h = 6,62 X 10-27 erg/s 


Esta idéia de atribuir um caráter ondulatório à matéria foi confirmada 
de forma espetacular em 1927 por Davisson e Germer, que observaram 
a difração de elétrons (difração é uma propriedade característica de ondas). 
Atualmente, os microscópios eletrônicos são um dos muitos aparelhos 
que se baseiam nas propriedades ondulatórias dos elétrons. 

h : ; 

Se À = FA é o comprimento das ondas de um elétron, podemos dizer: 

a condição para que uma onda estacionária exista é que o comprimento 
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Fira. 116 — O microscópio eletrônico da Escola Politécnica da Universidade de São Paulo. 
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da órbita 27 r, seja igual a um número inteiro de comprimento de onda 
(fig. 117). 





Fic. 117 


Se a equação acima não fôr satisfeita a onda não é estacionária (fig. 118). 


Lembrando agora que 


= ][[—— 


V4reoM ra 








h h ————— 
o do o NO 
mu ne 
c portanto 
iz A di Váreomr 
mr = Hu =—, = Te 
E me ERR E 
ou seja 
a n2heo h2eo 
= E) r — RE = 
n am er E l am e2 Fia. 118 


que é o ro da órbita do átomo de hidrogênio no estado fundamental, 
ou seja 








Substituindo 1, ny expressão de energia obtém-se para à energia do elétron 
na órbita de raio 7, 


e2 m es 1 
Ea = —— = (a Ba 


87 €o Tn 8 €o? h2 
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A diferença de energia entre duas órbitas de raios r; e r, é, pois 
m e! ] | I Í 
nes go (0 (5-3) 
Seg h? ng nã ng n? 


A relação de Planck E = E,-E,= hv permite obter o compri- 
mento de onda da luz emitida. 


1 Vv Et, Ki 1 1 1 1 
e Casais eat E Asi jp ME io 
A C he ne nj nó ny nã 


Ra é a constante de Rydberg 
RE = 109.677,58 em! 


Às raias espectrais do hidrogênio 
aparecem em séries: série de Lyman 
no ultravioleta, série de Balmer no 
visível e série de Brackett no infra- 
vermelho. As transições entre órbitas 
que dão origem a estas séries estão 
indicadas na fig. 119. As linhas da 
série de Balmer são representadas na 
fig. 120 por H,, Ha, Hy, Hs, Ho. 


A relação de Planck juntamente 
com a condição de de Broglie tem 
um papel essencial na previsão do 
comprimento de onda das radiações 
emitidas pelos átomos. 








Hg Hy Hg 
Fire. 120 


A relação de Planck surgiu em 1900 quando Planck tentou expli- 
car a distribuição de energia emitida por um corpo negro, isto é, a energia 
emitida por um tal corpo em cada intervalo dA de comprimento de onda. 
Éle mostrou que para explicar satisfatóriamente tal espectro, era neces- 
sário supor que a energia radiante estava concentrada em quanta ou 
“pacotes” de energia 

E = hyv 


Noções sôbre a estrutura da matéria 129 


onde »v é à frequência da radiação e h uma constante universal (constante 
de Planck: h = 6,62 X 10-27 erg/s). 

Esta idéia de Planck permitiu explicar com sucesso o efeito foto- 
elétrico, o que foi feito por Einstein em 1905. 


Êste efeito ocorre quando luz incide numa superfície metálica; a 
experiência mostra que as seguintes leis são verificadas neste efeito: 


1) O número de fotoelétrons (elétrons arrancados pela luz) é propor- 
cional à intensidade da luz, e não depende da fregiência. 


2) A velocidade dos fotoelétrons depende da frequência »v, mas 
independe da intensidade da luz. 


De acôrdo com a teoria ondulatória da luz dever-se-ia esperar que a 
energia cinética dos fotoelétrons fôsse proporcional à intensidade da luz. 


Na teoria de Einstein a luz monocromática é formada por fótons, 
todos de mesma fregiuência »v e energia hp. 


A energia cinética dos fotoelétrons emitidos é 


s mv =hv-gq 
(onde & é uma constante típica do metal — trabalho necessário para 


arrancar um elétron do metal), dependendo, pois, apenas da frequência v 
e não da intensidade da luz. 


6. O princípio da exclusão e os átomos complexos 


O estado normal do átomo de hidrogênio é naturalmente o mais 
estável, isto é, aquêle em que o elétron se encontra no seu estado mais 
ligado. Qual é a configuração normal dos átomos mais complexos ? 

A primeira coisa que ocorre é pensar que, em lugar de existir 
apenas um elétron na órbita mais estável existem dois ou mais elétrons; 
cada elemento eletricamente neutro é caracterizado pelo número de 
elétrons que possui nas suas órbitas eletrônicas (e, portanto, pelo número 
de prótons no núcleo), sendo 92 o número atômico do urânio. Teríamos 
então, segundo a idéia acima, 92 elétrons na primeira órbita de Bohr 
(fig. 121). Existem muitos argumentos contrários a esta idéia; um dêles 
é a grande diferença em comportamento químico que elementos dife- 
rindo por apenas um elétron apresentam; por exemplo, os elementos 
de número atômico 9, 10 e 11 são respectivamente o flúor (que é extraor- 
dinàriamente ativo quimicamente), o néon, que é um gás nobre, e o sódio, 
que é bastante ativo. Visto serem as órbitas eletrônicas as determinantes 
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da interação com outros átomos, por razões óbvias de maior proximidade, 
é difícil entender como a adição de um elétron poderia alterar tão dràs- 
ticamente as propriedades químicas dos elementos se todos êles coexis- 
tissem numa mesma órbita comum. 

Pauli, em 1926, descobriu o princípio fundamental que governa 
a configuração eletrônica dos átomos que possuem mais de um elétron 
e com isso explicou as regularidades da tabela periódica dos elementos. 

O princípio de Pauli estabelece que não é possível ter dois elétrons 
que tenham exatamente as mesmas propriedades num mesmo átomo; 
mais quantitativamente, o que se entende por “propriedades” são os 
“números quânticos”, análogos ao número n que introduzimos acima 
para caracterizar o raio das órbitas permitidas. 


Existem 4 dêstes números: 


o número quântico princpal: n=1,23,... 

o número quântico orbital: |, que varia de O a n-l 

o número quântico magnético: mi, que varia de -l a + 

o spin: Ms, que pode ter apenas os valôres 4 1/2 e —1/2 em 


unidades adequadas. 


O princípio da exclusão define limites no número de elétrons que 
podem ocupar uma camada ou subcamada eletrônica. 

Uma subcamada é caracterizada por um certo número quântico n 
e um número quântico orbital | (1 < n). Existem (21 + 1) valôres dife- 
rentes do número quântico magnético m, para um dado I, e dois valôres 
possíveis do spin para um dado m,. Portanto, cada subcamada pode 
conter um máximo de 


2 (21 +4- 1) elétrons. 
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Uma camada é caracterizada pelo número quântico n e pode conter 
um máximo de 


n-1 
> 2 (21+1) = 2n2 elétrons. 
L=0 


Uma camada ou subcamada que contém sua quota completa de 
elétrons é dita fechada. 


Número de elétrons nas camadas 





CAMADA | N.º QUÂNTICO PRINCIPAL | N.º DE ELÉTRONS POSSÍVEIS 




















2 2.22 = 8 
3 2.32 = 18 
4 2.4? = 32 





Número de elétrons nas subcamadas 




















a N.º QUÂNTICO ORBITAL | N.º DE ELÉTRONS POSSÍVEIS 
Cs a a ES 
o RR E 
da lo 2 | 2z2+0=1 
PL ET gene. 


Uma órbita é completada (e nenhum elétron adicional pode ser 
acomodado nela) quando as diferentes combinações de números quânticos 
são esgotadas. Um princípio simples como êsse explica a maneira pela 
qual é constituída a tabela periódica dos elementos (tabela Iv). 

Esta tabela foi organizada por Mendeleijeff no século passado; nela 
os elementos são agrupados de acôrdo com suas propriedades químicas. 
Elementos com propriedades similares formam os grupos, que são indicados 
como colunas verticais na tabela Iv. Existem 8 grupos (1 à vIII). O grupo I 
consiste no hidrogênio e metais alcalinos, os quais são todos muito 
ativos quimicamente e têm valência +1. O grupo vII contém os halo- 
gêneos, que são voláteis, ativos e têm valência —-1. O grupo vIII consiste 
nos gases inertes, que quase nunca se combinam com outros elementos. 
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As linhas horizontais são chamadas de períodos; ao longo de cada 
período existe uma variação gradual de um metal ativo para um metal 
menos ativo, para não-metais e finalmente para gases inertes. 

O princípio de Pauli explica bem esta tabela: existem 7 órbitas 
principais K(n=D, L(n=2), M(n=3), N(n=4), O(n=5), P(n=6) e 
Q(n=7). Na primeira, K, cabem 2 elétrons no máximo, formando o hélio, 
um gás nobre (êstes dois elétrons correspondem aos dois valôres dife- 
rentes do spin; os demais números quânticos são iguais). Na segunda, L, 
cabem 8 clétrons que, com os dois da órbita K, completam 10 elétrons, 
que correspondem ao néon. Os 8 elétrons esgotam as possibilidades 
que correspondem à órbita n=2. 

Tôdas as órbitas exceto a K possuem subcamadas. 

É evidente que os elemento do grupo vmI têm a órbita externa 
completa, daí sua estabilidade. 

Os elementos do grupo 1 possuem um elétron isolado na órbita mais 
externa, no que se assemelham bastante ao hidrogênio; caso percam êste 
elétron êstes elementos passam a ter uma carga positiva (valência +1). 
Os elementos do grupo 11 têm 2 elétrons na órbita mais externa. 

Os elementos do grupo vIL possuem 7 elétrons na órbita mais externa 
e têm a tendência de capturar um elétron, formando uma camada fechada 
(valência —1) (tabela v). 


7. OÓrbitas eletrônicas 


A distribuição no espaço das órbitas eletrônicas mais complicadas 
não é esférica e as subcamadas têm também disposições caprichosas. 
Na realidade, falar em órbitas no sentido clássico é uma simplificação 
do problema; os clétrons se distribuem no espaço segundo uma certa 
distribuição de probabilidades; uma deserição mais correta seria a se- 
guinte: os elétrons formam uma nuvem que envolve o núclco; esta 
nuvem tem uma certa densidade p(P), que é uma função da posição. 


Para se convencer da razoabilidade desta descrição lembre que no 
átomo de H o elétron tem uma velocidade de — 10.000km/s e que, 
portanto, atravessa o átomo todo (que tem — 0,5 X 10-8Sem de diâmetro) 
em — 0,5 X 10-17 segundos; se pudéssemos tirar uma fotografia do átomo 
com um tempo de exposição da ordem de 10-18 segundos, iríamos 
perceber o elétron a uma certa distância do núcleo; mas para processos 
que envolvem tempos mais longos (como são todos os processos macros- 
cópicos e mesmo a maioria dos processos microscópicos) tudo se passa 
como se o elétron não estivesse localizado numa posição, mas em muitas 
ao mesmo tempo, apresentando assim uma distribuição espacial de cargas. 


É claro que 
e = f p(P) dv 


TABELA V 
CONFIGURAÇÃO ELETRÔNICA DOS ELEMENTOS 
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52 Te 
53 1 

54 Xe 
55 Cs 
56 Ba 
57 La 
58 Ce 
59 Pr 
60 Nd 
61 Pm 
62 Sm 
63 Eu 
64 Gd 
63 Tb 
66 Dy 


68 Er 
69 Tm 
10 Yb 
11 Lu 
712 Hf 
13 Ta 
14 W 
15 Re 
16 Os 
7 Ir 
J8 Pt 
19 Au 
80 Hg 
81 Tl 
82 Pb 
83 Bi 
84 Po 
So At 
86 Rn 
87 Fr 
88 Ra 
89 Ac 
90 Th 
91 Pa 
92 U 
93 Ny 
94 Pu 
95 Am 
96 Cm 
97 Bk 
98 Cf 
99 E 
100 Fm 
101 Md 
102 No 
103 Lw 
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Algumas das densidades eletrônicas típicas de átomos são mostradas 
abaixo (figs. 122 e 123). (O 1.º índice representa a camada e o segundo a 
subcamada; por exemplo, 2 p significa n=2el=ãh1.) 





Tic. 122 Tia. 123 


8. Moléculas 


As órbitas eletrônicas de dois ou mais átomos podem se entrelaçar 
e mantê-los unidos, formando assim moléculas; o estudo destas ligações, 
as ligações químicas, é o objetivo da Química. 

Existem dois tipos distintos de ligações químicas: as ônicas e as 
covalentes: em geral uma mistura das duas está presente nas moléculas. 


Ligações iônicas. (Como vimos acima, átomos estáveis são os que 
possuem camadas fechadas; os demais têm menos estabilidade; isto se 
pode ver numa tabela da energia que é necessária para ionizar um átomo, 
isto é, arrancar o elétron menos ligado ao átomo (tabela vi). 


TasBELA VI 
GRUPO 

Lo lu um Pavlov jovi | viva 
REDE e FS Ss ge Rs iam ES Ed e | qi pa SS age En 
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Como se vê na tabela vI os elementos do grupo 1 são faàcilmente ioni- 
záveis. À razão para isto é simples: possuindo um único elétron na última 
órbita podem perdê-lo faàcilmente, transformando-se em íons positivos. 

Por outro lado os elementos do grupo viI possuem 7 elétrons na 
camada mais externa faltando um para completar 8, que corresponde a 
uma órbita estável; quando capturam um elétron êles se tornam car- 
regados negativamente (íon negativo). 

Uma ligação iônica entre dois átomos ocorre quando êles são dos 
tipos acima: o melhor exemplo é o caso do NaCl (cloreto de sódio): quando 
um íon de Nat e outro de Cl se aproximam, a atração eletrostática tende 
a uni-los formando uma molécula de NaCl (fig. 124). 





Tic. 124 


Ligação covalente. Uma ligação iônica não pode explicar a forma- 
ção de moléculas como o H> ou Cls, cujos átomos constituintes são iguais. 
Nas ligações dêste tipo deve-se pensar que os elétrons são propriedades 
comuns dos átomos; isto pode dar origem a uma estabilidade especial 
da molécula (fig. 125). 





Fra. 125 
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Tomemos o exemplo do metano (CH4); o número total de elétrons 
dos átomos constituintes do metano é 10, igual ao número de elétrons 
do néon, que é um gás nobre; no metano o átomo de OC e os de H formam 
um arranjo simétrico em tôrno do qual giram os 10 elétrons que formam 
uma estrutura particularmente estável e que preserva o conjunto como 
uma molécula (figs. 126 e 127). 





Fic. 126 Fira. 127 


Uma distribuição mais complexa é a do CoHs (fig. 128). 





Fira. 128 


Como as órbitas eletrônicas não são esfêricamente simétricas mas 
apresentam lobos em certas direções, são comuns ligações covalentes 
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altamente direcionais, isto é, os átomos na molécula ocupam posições 
que fazem entre si ângulos determinados; o caso mais notável é o da água, 
HO, em que a disposição dos átomos é à seguinte (figs. 129, 130 e 131): 


NÚCLEO DE HIDROGÊNIO «... 








NÚCLEO 
DE OXIGÊNIO 
N 





NÚCLEO DE HIDROGÊNIO - 


Fire. 129 Fia. 130 





Fic. 131 


9. Os estados de agregação da matéria 


Apesar de elêtricamente neutras as moléculas podem interagir dando 
origem à formação de líquidos e sólidos. A fôórça de atração entre elas 
tem um caráter complexo e se denomina fôrça de Van der Waals, esta 
fôrça é a responsável pelo afastamento que os gases reais apresentam 
em relação às propriedades que se esperam de acôrdo com a teoria cinética 
dos gases. À origem da fôrça de Van der Waals é a seguinte: num instante 
dado tôda molécula (ou átomo) possui um momento de dipolo elétrico; 
êste momento interage com os outros dipolos; mesmo que em média as 
moléculas e átomos sejam esfêricamente simétricos, surge uma fôrça de 
Van der Waals entre elas, que é responsável pela formação de líquidos 
e de sólidos (fig. 132). 
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fiste não é porém o único mecanismo para a formação de sólidos; 
podemos ter ainda cristais iônicos e covalentes como as moléculas que 
discutimos acima. 


| 


9 
(> 
fe 
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Um cristal iônico como o do NaCl é formado quando os íons (Nat e 
Cl”, no caso) se distribuem numa configuração de equilíbrio na qual as 
fôrças de atração entre íons positivos e negativos predominam sôbre as 
fórcas repulsivas entre íons de mesmo sinal (fig. 133). 


Os fons de cada tipo se localizam nos vértices e nos centros das faces 
de um conjunto de cubos com os íons de Nat e Cl- alternados. Cada 
íon tem seis vizinhos mais próximos do outro tipo. Tal estrutura cristalina 
é chamada de cúbica. Nos cristais de NaCl a distância entre íons iguais 
é de 5,63 angstrons. 


Num cristal covalente as fôrças de coesão têm origem na presença de 
órbitas de átomos adjacentes que se superpõem. Cada átomo participante 
contribui com um ou mais elétrons, e êstes 
elétrons são possuídos em comum pelos 
dois átomos em lugar de pertencerem 
exclusivamente à um dêles como nas li- 

gações iônicas (fig. 134). 


VA sa O diamante é um exemplo de um 
cristal com ligações covalentes. Cada 
átomo de carbono tem quatro vizinhos 

N A também de carbono e um elétron comum 
com cada um dos vizinhos (fig. 135). 


A distância entre dois átomos é de 
3,08 angstrons. Silício e germânio têm 
estruturas cristalinas análogas à do dia- 
Fra. 134 mante (fig. 135). 
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10. Cristais metálicos 


Nestes cristais os elétrons de valência se libertam dos seus átomos 
e se tornam comuns a todo o agregado atômico; pode-se pensar num 
“gás” de elétrons livres que permeia uma rêde cristalina formada pelos 
íons positivos (fig. 136). 


MAR DE ELETRONS 





Fra. 135 — Cristal de diamante Fira. 136 


A presença dêstes elétrons livres explica muito bem a elevada condu- 
tividade elétrica dos metais bem como outras propriedades metálicas; 
a interação entre o “mar” de elétrons e os íons positivos constitui uma 
forte fôrça coesiva no metal. 


Os metais possuem muitas vagas nas suas órbitas mais externas; 
elétrons podem passar livremente de átomo para átomo uma vez que o 
Princípio de Pauli não o proíbe. Os elétrons não pertencem assim a um 
ou dois átomos como nos cristais iônicos ou covalentes mas pertencem 
a tôda a rêde; esta é outra forma de dizer que os elétrons constituem um 
gás que permeia a rêde de íons positivos, o que dá propriedades coesivas 
à rêde. 


11. Condutores, isolantes e semicondutores 


A proximidade que existe entre os íons positivos de uma rêde metálica 
altera um pouco a posição dos níveis que cada um teria individualmente 
(figs. 137 e 138); assim sendo, em lugar de possuir níveis atômicos bem defi- 
nidos como os do átomo de hidrogênio, os níveis do metal formam uma 
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Fra. 137 — Átomos distantes 


banda de energia composta de milhões de níveis atômicos levemente 
diferentes provenientes dos átomos do cristal (figs. 139 e 140). 


| 
| 
| 
| 





es 


La 
SS Eid (a) 
Fra. 139 — Energia po- 


Fic. 138 — Átomos próximos tencial dos elétrons livres 








Falar em movimento livre dos elétrons num metal é, pois, uma sim- 
plificação grosseira; um elétron só pode se mover se existe lugar para êle 
numa determinada banda de energia. 


BANDA 
PROIBIDA 





R x 


(b) 


Fra. 140 — Energia potencial dos elétrons num metal 


Êste é o problema centra! da estrutura dos metais; no que sc refere 
ao seu comportamento elétrico alguns elementos químicos ao se crista- 
lizarem formam bons condutores de eletricidade, ao passo que outros 
formam isolantes; a resistência que materiais diversos apresentam pode 
variar por um fator de 1032. 

Os elétrons “livres” num cristal são distribuídos em bandas de energia 
(bandas permitidas) separadas por regiões nas quais não existem estados 
permitidos de energia (bandas proibidas); se o número de elétrons num 
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cristal é tal que as bandas permitidas estão cheias ou vazias, os elétrons 
não podem se mover no cristal e êle será um isolante. Se uma ou mais 
bandas estiverem apenas parcialmente cheias (digamos de 10 a 90% cheias) 
o cristal atuará como um metal. Se tôdas as bandas estiverem totalmente 
cheias, exceto uma ou duas delas que estão quase vazias ou quase 
cheias (digamos menos de 10%), então o cristal se diz um semicondutor 
(fig. 141). 








ISOLANTE 





SEMICONDUTOR 
Fira. 141 


Nesta figura, que corresponde à temperatura ambiente, a distância 
entre as bandas é da ordem de 5 eV o que fixa a escala vertical; o que 
realmente caracteriza um isolante ou um semicondutor é o valor de e,, 
energia do “gap”, que existe entre as bandas; se e, é grande, a substância 
é um isolante; se e, é pequeno, o movimento térmico faz com que elétrons 
de uma banda cheia possam passar para uma outra situada acima dela, 
fazendo com que a substância passe a conduzir. 


Algumas vêzes a adição de uma impureza (arsênio em silício), por 
exemplo, altera drasticamente o comportamento de um semicondutor. 


EXERCÍCIOS 


1. Uma partícula alfa, de 5,86 MeV aproxima-se de um núcleo de prata (Z = 47). 
Determine a menor distância do núcleo a que chega a partícula e compare com a 


distância entre os núcleos vizinhos, na prata metálica que é a = 2,55A. 


Solução: A menor distância do núcleo a que a partícula « chega, se da quando ela 
aponta diretamente para o núcleo, como se vê na fig. 142. 


NÚCLEO 
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Nesse caso a partícula alfa descreve uma trajetória retilínea aproximando-se até à 
distância d do núcleo. 


Nos outros casos a trajetória é hiperbólica (fig. 143) 


Fio. 143 


b é chamado de parâmetro de impacto. 


Para calcular d consideramos a posição inicial da partícula «. a uma distância 
infinita do núcleo. Af sua energia cinética E. é máxima e sua energia potencial é 
nula, já que o potencia! do núcleo, no infinito, é nulo. Então 


E. = Limp = 5,86MeV = 5,86 X 10ºeV = 


2 
= 5,86 X 108 X 1,60 X 101º ]J= 9,31 X 10-13]. 
a : É 
(Você acha razoável utilizar a expressão clássica E, = zm V2 e não a rela- 


tivística?) 


À distância d do núcleo a partícula a pára e inverte seu movimento. Nesse instante 
tôda a sua energia cinética se transforma em potencial: 





Es E do É 
Portanto 
d = 18 
47 eo Ec 
onde 


q = carga da partícula (íon de hélio) =2e = 2X 1,60 X 10-19G 
Q = carga do núcleo de prata = Ze = 47X 1,60 X 10-19 € 


Substituindo, vem 


LX 47X (1,60 X 10-19)? 
— 47X8,9X1012X9,81xX 10-13 


d = 2,32 X 10-14m 


O 
Comparando com a = 2,55ÁÃ = 2,55 X 10-1ºm 
d 
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2. A tabela abaixo dá alguns valôres numéricos de r,, vn e E, em função de n, obtidos 
pelas fórmulas determinadas neste capítulo. 


n ra (Mm) vn (m/s) E, (eV) 
1 5,32 X 10-11 217 X 108 = 18,5 

2 2,13 X 10-10 1,09 X 108 ="8.98 
3 4,80 X 10-10 7,35 X 105 - 1,50 
4 8,50 X 10-10 5,45 X 105 - 0,842 
5 1,33 X 107º 4,39 x 10% — 0,540 
6 1,92 X 107º 3,62 X 105 - 0,375 
oo oo O O 





Ao efetuar uma transição entre as órbitas de ordem ny e ordem n;, o elétron 
emite um fóton de energia eletromagnética igual à energia que o elétron perde 
na transição. 


E =E,-E;=h 
E,-E; 
h 
Mostre que ao efetuar uma transição entre a órbita n, = 2e a órbitan;=1o 
elétron emite um fóton de frequência; 


f = 2,45 X 1015 Hz 


1 1 1 
a Em Ea 


vo = 


Lembre que 


Os comprimentos de onda correspondentes às raias do espectro do hidrogênio são 
dados pela fórmula acima, fixando-se os valôres correspondentes de n; e n+, ou seja, 
da transição do elétron que ocasionou o aparecimento do fóton de comprimento 
de onda A. 














Ni nr 
1 2 
1 3 
1 4 
1 co 
2 o 
2 4 
2 co 
3 4 
o õ 
o 6 
3 00 
4 5 
4 6 
4 00 
õ 6 
5 1 
5 00 








40 700 
26 500 
14 600 





76 000 
417 000 
24 000 


série 








Lyman 
Lyman 
Lyman 
Lyman 


Balmer 
Balmer 
Balmer 





Paschen 
Paschen 
Paschen 
Paschen 


Brackett 
Brackett 





Pfund 
Pfund 
Pfund 


Brackett 


região do espectro 


ultravioleta 
ultravioleta 
ultravioleta 
ultravioleta 











visível (Ha) 
visível (Hg) 
visível (Hc) 


infravermelho 
infravermelho 
infravermelho 
infravermelho 
infravermelho 
infravermelho 
infravermelho 


infravermelho 
infravermelho 
infravermelho 
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3. Determine o valor da relação entre a massa do átomo de hidrogênio e a massa do 
elétron, sabendo que a constante de Rydberg para o hidrogênio é 


Ry = 109.677,58ecm"! 
e para o hélio é 
Rire = 109.722,27cm 
Resposta: 1.836 
4. Um átomo de hidrogênio emite um fóton ao realizar a transição entre os estados 


= 4en = 1. Calcule a velocidade adquirida pelo átomo. (O átomo recua, num 
fenômeno semelhante ao coice de uma arma de fogo que dispara um projétil.) 


Solução: A quantidade de m»vimanto total do sistema fóton + átomo não se 
altera. Portanto, após a emissão (fig. 144) 


Pa = Prot 
h 
my = — 
A 
h 6,625 X 10-34 
=——— = a SU TD ns Se. = 4 1 De 
E nIA 1,67 X 10-27 x 9,80 X 10-8 is 
ÁTOMO FÓTON 
BRR 
PA 
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5. O esquema representa a experiência realizada para o estudo do efeito fotoelétrico. 
Os fótons de frequência v e comprimento de onda À incidem no metal M de onde 
(se hv 2 eg) arrancam fotoelétrons (fig. 145). 


Se hf > egos elétrons são arrancados com energia cinética suficiente para atingir 
a placa P.eg é o trabalho necessário para arrancar um elétron de um metal; é 
uma característica de cada metal. Por meio do gerador G aplica-se entre Pe M 
uma tensão com a polaridade indicada no esquema, o que dificulta a ida dos elétrons 
até O. Regulando-se a tensão pode-se fazer a corrente (lida em 4) cair a zero, o que 
significa que os elétrons não têm energia cinética suficiente para ir até P. Eissa 
tensão (lida em V) é chamada tensão anuladora. 


FÓTONS 
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Realizando-se uma experiência dêsse tipo obtiveram-se os seguintes valôres 
A = comprimento de onda da luz incidente = 1.849 A. 


Vo = tensão anuladora = 2,72 V 


Determine 


a) A frequência limite vo 
b) A função de trabalho q 
c) A máxima energia Emax dos elétrons 


Solução: Valem as equações; 


1 
= Cais 2 
hv ep + = mv 
hv,; = eb hv = hvo + e Vo 
1 
eVo = 2 m v? 
Daí hv-e Vo 
q) vo =———— etc 


IX 


CONDUÇÃO ELÉTRICA 





Quando cargas elétricas são depositadas sôbre uma substância, pode 
ocorrer que estas cargas permaneçam por um longo tempo naquele local; 
as substâncias em que isto ocorre se chamam isolantes. Existem, porém, 
substâncias, que são em geral metálicas, em que as cargas se espalham 
rápidamente por todo o condutor (e acabam por se concentrar em sua 
superfícic); êstes são os condutores. 


A razão física pela qual condutores e isolantes existem foi discutida 
no capítulo anterior. 


Neste capítulo discutiremos as propriedades dos condutores. 


1. Densidade de corrente elétrica 


Correntes elétricas são causadas pelo movimento de portadores de 
carga elétrica (íons positivos ou íons negativos, ou de prótons e elétrons). 
Vamos introduzir aqui inicialmente o conceito de densidade de corrente 


elétrica j. Consideremos n portadores de carga elétrica (elétrons, por 


—> 
exemplo), movendo-se com a mesma velocidade u. Imaginemos agora um 
pequeno retângulo de área ds que é representado por um vetor normal 


— 
à área, de magnitude igual à superfície, que denominaremos de ds. Dese- 
jJamos saber quantas cargas passam pelo retângulo num tempo At. 


Este número é dado por aquelas cargas que estão contidas dentro 
do prisma oblíquo da fig. 146; o volume dêsse prisma é 


- > 
V = base X altura = u ds Ai cos 06 = u. ds Al 
Se n é o número de cargas por unidade de volume, a carga total no 
prisma acima é 


>> 
en V = ends. uAl 
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O número de cargas que cruza a superfície por unidade de tempo é 


dE: TR 
O vetor en u = 3 se de- 


nomina densidade da cor- 
rente elétrica. 


O fluxo de j através 
de uma superfície finita S 
é que se denomina corrente 
elétrica (fig. 147). 
da > o 


[=  — 3. ds 
s 


I é medida em amperes; 
um ampére é a corrente 
que corresponde à passagem 
de 1 coulomb por segundo 
através da área 5. 


en V E Rep 
= ends.u 
At 
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2. Conservação da carga elétrica 


Suponhamos agora que 


a superfície S seja uma superfície fechada 


que envolve um volume YV (fig. 148). A corrente através dessa superfície é 


dq 


a 


d o 
VR mma).d= bj.d 
s 


V 
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O FONTE EXTERNA 





Fra. 148 


No caso mais geral possível po é uma função da posição e do tempo 
p= o(x, y 2 )(%). O sinal — diante da primeira integral significa que 
a carga no interior de S diminui quando o fluxo através da superfície é 
positivo. 

A integral de superfície pode ser transformada pelo teorema de 


Gauss: 
> > os 
fi ds = favj.a 
8 V 
Portanto 
d E 
ET plx, y, 2 É) av =| divj.d 
V 
ou 


dp (x W 2 0), = f 
f SN e div j. dv 


V 


e como o volume é arbitrário 


Ea dp lv, y, 2, 
div j a as p( 1), & ) 
ot 
Esta relação se denomina teorema da continuidade. Se p não varia 
com o tempo 
dp (x, Y, 2 t) = 
oi 


rio 
divy = 0 
(*) Diremos que se tem um sistema estacionário de correntes quando o vetor densidade de corren- 
-— 


te 7; permanece constante no tempo em tôda a região do espaço em que exista corrente. Neste caso ; pode 


> 
ser uma função do ponto y(z, y, 2) mas não do tempo. 
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mca 
Para que div j seja diferente de zero é preciso que haja uma fonte 
de corrente no interior da superfície S, o que na prática ocorre quando 
um fio traz os elétrons a um ponto dado de um condutor. 


As relações acima traduzem apenas a conservação de carga elétrica. 


3. 4 lei de Ohm 


Para aprofundar o estudo do fluxo de corrente j nos condutores é 
preciso conhecer a relação entre o vetor densidade de corrente e o campo 
elétrico que é responsável por ela. fiste campo elétrico é estabelecido em 
geral ligando dois eletrodos (dois fios em geral) a pontos distintos do 
condutor; êstes eletrodos são ligados a um aparelho que cria uma diferença 
de potencial, o mais comum dêles sendo a bateria. Estudaremos êstes 
aparelhos mais adiante, 


O campo elétrico E é também um vetor como sabemos; o caso mais 


importante que ocorre na natureza é aquêle em que q j tem a direção de E 
e existe uma constante de proporcionalidade escalar entre êstes dois 
vetores: 


—» — 
j=0oÊ 
ou 

— —, 

E - 15 
o 

1 

EA 

o 


o é denominada condutividade do meio e p a sua resistividade. A 


relação acima entre q e E se denomina lei de Ohm e os condutores 
para a qual ela é válida, condutores ôhmicos. Se o meio não é iso- 


—s, —s, 
trópico a relação entre q e E pode ser mais complicada; mas para meios 
isotrópicos e homogêneos oc(ou p) é uma constante, independente da 
direção da corrente e da posição no condutor. 


Esta lei foi estabelecida experimentalmente por Ohm, no século 
passado, mas as razões pelas quais ela é válida só foram esclarecidas no 
comêço dêste século; discutiremos mais adiante estas razões; basta 
dizer aqui que um campo elétrico constante tenderia a acelerar os 
elétrons responsáveis pela corrente elétrica e, portanto, a criar uma cor- 
rente que não seria proporcional ao campo elétrico; no entanto, o 
movimento dos elétrons não é totalmente livre no interior dos condutores 
e as colisões com a sua estrutura retarda os elétrons no seu movimento, 
dando como resultado final a linearidade da lei de Ohm. É como se os 
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elétrons se movessem num meio viscoso (como bolinhas de aço que caem 
num tubo de óleo no qual se movem com velocidade constante, como 
sabemos). 


A condutividade (ou resistividade) de diferentes substâncias pode 
variar extraordinàãriamente, como se vê na tabela vir. 


TABELA VII 
CONDUTIVIDADES E RESISTIVIDADES 











SUBSTÂNCIA p (OHM-CENTÍMETRO) o (MHOS/METRO) 
AUDIO sua ira Dra ns a A AG 2,828 X 1078 3,093 X 107 
Carbono (grafite)..........cccccc.. 400-1150 
Chumbo serasa da GRU 22 4,59 X 108 
Constantan.......cccll 49 2,04 x 108 
CODre as bas es das pais 1,7241 5,80 X 107 
Ferro (99, o pus LAR SRS de 10 107 
Manganina........ ao RAR RR 44 2,28 X 106 
Mercúrio. ......ccciccccicc a 95,788 1,04 X 108 
Niquel cs encia ss Ati pague AM EN nad 8 1,28 X 107 
DIGNA sas ras Ao E a 9,89 1,01 X 107 
Prata (99,78% pura).........cc.c. 1,629 6,13 X 107 
Sódio metálico..........cccccccic. 4,6 2,18 X 107 
TAnbalO caspeso ra as as 15,5 6,45 X 108 
TunEstênio a passaram ise e re a de quo 5,01 1,81 X 107 
PI LTUCO aieegdrio sa a a 5,46 1,84 X 107 
mho = po 
ohm 


A prata é o melhor de todos os condutores mas o cobre, que tem 
uma condutividade pouco menor, é usado nos fios para transmissão de 
cletricidade devido ao seu menor preço. Alumínio é um pouco pior mas 
o seu menor pêso pode ser uma vantagem em alguns casos. 


Utilizando a lei de Ohm, à equação de continuidade toma o seguinte 
aspecto 


, —s 
divy = 0 
div (c E) = 0 
Se oc = const. tem-se 
div E = 0 


ou 
div grad V = O 
var = 


que é a equação de Laplace. 
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Portanto, num meio homogêneo e isotrópico, a mesma função potencial 


V(x, y, 2) determina E e a densidade de cor rente 7. 3. As superfícies equipo- 
tenciais são as mesmas no vácuo e num meio no qual condução ôhmica 


PRE 
ocorre; as linhas de fôrça de E coincidem com as iinhas de corrente (linhas 
—> 
tangentes a 7 em cada ponto). 


Localizar as superfícies equipotenciais num meio condutor pode 
servir então como solução experimental de certos problemas complicados 
de eletrostática; os eletrodos devem ter a forma dos condutores que dão 
origem à conformação de superfícies equipotenciais que se deseja estudar. 





ExPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Estudo de um campo de correntes. 


A. Resistência elétrica 


A lei de Ohm, como foi apresentada acima, tem o caráter de uma 
—— 


— 


lei que relaciona 7 e É num ponto dado de um condutor. Na prática o 
que se tem é uma diferença de potencial entre dois pontos de um condutor, 
criada por uma fonte de diferenças de potencial, como uma bateria; no 
condutor circula então uma corrente 1. 


Neste caso à le de Ohm se escreve na forma 
V = Ri 


onde k é uma constante de proporcionalidade, ligada à resistividade. 


Com efeito, consideremos um condutor cilíndrico de raio r e compri- 
mento | (fig. 149). V é a diferença de potencial aplicado entre as extre- 
midades do condutor (que tem área A=7 rr). 
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O campo elétrico num ponto qualquer do condutor é 


raspa 
d 
A densidade de corrente é 
1 
sds 
Como 
j=cÊ 
E 
A “q 
d.. 
V = Ea 
ou 
V=Ra 
onde 
d d 
A ar 


A unidade de resistência é o Ohm, que é a resistência existente entre 
dois eletrodos quando uma diferença de potencial de 1 volt aplicada entre 
êles provoca a passagem de 1 ampére de corrente. 


A resistividade é medida em ohm-metro e à condutividade em 
l mho 


ohm-metro metro 
de ohm. 


que se denomina usualmente * o mho é o recíproco 


Existe um método geral de calcular a resistência de um condutor 
que consiste em estabelecer uma relação entre a resistência e a capacidade 
C que existiria entre os eletrodos se o material condutor entre êles fôsse 
removido (figs. 150 e 151). 


A corrente que entra no eletrodo através da área S é dada por 


a A é 
i= fds 


S 


onde S é uma superfície que envolve a placa por onde a corrente penetra 
no eletrodo (excluindo o fio que traz a corrente). 


Como 
Er 
J 
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CONDENSADOR CONDUTOR 


À 
linhas de 
fôrça 
S 
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linhos de 
corrente 






Esta integral pode ser relacionada, pela lei de Gauss, com a carga Q que 
se acumularia nas placas do condensador no caso eletrostático, tomando 
para S a mesma superfície de Gauss que no caso do condutor. 


fE.a- UV 
€q 
S 


então 
oq 


€o 


1 = 





Como Q = CV para um condensador 





e portanto 
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O caso do condensador de placas paralelas pode ser resolvido ime- 
diatamente (fig. 152). 


eoÁ 
d 





C = 


e portanto 
€0 d 


o ceoA/d “GA 





Outro caso importante é o de dois eletrodos cilíndricos coaxiais; O 


problema eletrostático correspondente é o do condensador cilíndrico 
(figs. 153 e 154). 


27 eq | 





= log, b/a 





(a) 


“ab” 
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e portanto 
Re loge(b/a) 





R 


2r lo 





I5XPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Lei de Ohm. 





5. Nota sôbre linhas de corrente 


Corrente elétrica em geral circula em fios de cobre que possuem uma condutividade 
muito maior do que o meio que os envolve (ar, no caso de fios nus, ou isolante, como 
plástico ou borracha) cuja condutividade é ao menos 1018 vêzes menor do que a do 
cobre. O que desejamos saber é o que acontece com as linhas de corrente na superfície 
de separação entre o condutor e o isolante. 


Consideremos então o problema geral da refração das linhas de corrente na pas- 
sagem de um meio de condutividade oc; para outro de condutividade cz (fig. 155). 
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Consideremos uma pequena superfície do tipo de uma pílula que tem uma face 
em cada meio (fig. 156). Como 


emma 
div (cE) = O 


— > 
fE.d-o 
8 


decorre que 


f dit) do 
V 


sôbre a superfície que consideramos. 


Então 
c1B1 cos 01 = c2E» cos 02 
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> 
Por outro lado, o integral de linha / E . dl ao longo de um caminho fechado como 
o da figura 157, deve ser zero para que o campo elétrico seja conservativo; então 


E, sen 6, = Es sen 85 





Portanto 

o1 cotg 0; = oz cotg 02 
ou tgo1 o o1 

tg02 02 


Se a condutividade de um meio é muito maior do 
que a condutividade de outro meio (oc, >> 02) então 
01 >> 62 e as linhas de fôrça e de corrente tenderão a 
entrar no meio de menor condutividade normalmente à 
superfície de separação. 

No meio de maior condutividade elas tenderão a ser paralelas à superfície de 
separação. 

É por esta razão que as linhas de fôrça permanecem sempre no interior do condutor 
por mais caprichosa que seja sua forma. Se assim não fôsse, não seria possível calcular 
a resistência elétrica como o fizemos acima, supondo que no condensador equivalente 
tôdas as linhas de fôrça que passam por uma superfície passam também pela outra. 





6. Dedução da lei de Ohm 


A dedução que daremos aqui foi formulada por Drude, Lorentz e 
outros no fim do século passado e parte da hipótese de que os elétrons 
formam um gás que se move no interior da rêde formada pelos íons positivos 
cuja origem são os átomos que perderam elétrons. Para ter uma idéia 
das ordens de grandeza envolvidas basta lembrar que o número de átomos 
por centímetro cúbico do sódio metálico é 2,5 X 102%. Mesmo que apenas 
um elétron seja libertado por cada átomo, a densidade de elétrons é muito 
grande, da ordem da densidade de um gás perfeito em condições normais 
de temperatura e pressão. Na ausência de um campo elétrico externo 
os elétrons se movem ao acaso colidindo às vêzes com os íons (ou com 
outros elétrons); a velocidade média de arrastamento dos elétrons em 
qualquer direção é zero (fig. 158). 


Fira. 158 
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A aplicação de um campo elétrico altera esta situação; se o campo 
fôr aplicado na direção horizontal (da esquerda para a direita) êle vai 
comunicar a todos os elétrons uma mesma componente de velocidade 
nesta direção: todo o gás de elétrons se desloca para a direita; é êste 
fluxo de arrastamento dos elétrons que constitui a corrente elétrica 
(fig. 159). ' 


e A s o 
"Tr 00 Se ; A 1. E " 
Lo 

Eu As A A A. 
O o ES E A a 

o : E e 6 

, [a E , . 
sã pur ita ds 
fo Tiso ds 
o ELETRON SION POSITIVO —s VELOCIDADE DE AFASTAMENTO 
Fio. 159 


Se não houvesse colisões dos elétrons com os íons, o campo elétrico 
atuaria com uma fôrça 
—+ — = 
F = eE = ma 
em cada elétron de massa m, comunicando-lhe uma aceleração a. No 
entanto, o movimento não é acelerado, como sabemos; para que Isso 
ocorra é preciso que ocorram uma ou mais colisões com a rêde cristalina; 
diremos que após um tempo 7, que é característico do metal e do gás de 
elétrons, há uma colisão (ou um número suficiente de colisões) para que 
cada elétron esqueça a direção em que se estava movendo: esta é a condição 
essencial para se ter um movimento ao acaso do gás de elétrons, em todos 
os instantes; assim sendo, decorrido o tempo +, o movimento torna a 
ser caótico como era antes; a velocidade média dos elétrons não se altera 
com a presença do campo elétrico; êles são simplesmente arrastados pelo 
campo, mas não adquirem aceleração. 
Nestas condições, podemos escrever para a aceleração 
Av 


T 


a = 


(Av é a variação da velocidade que ocorre no tempo 7) 
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Portanto 


Ar E ii a 
5— (pois inicialmente, na 
ausência de campo, os elétrons não estavam sendo arrastados e depois 
do tempo 7 adquiriram uma velocidade Av); o mesmo argumento se 


aplica ao intervalo de tempo entre dois instantes separados pelo tempo +. 


A velocidade média de arrastamento é 





a eEr 
20 Qm 





Va 


Suponhamos agora que 

a Se tenha um condutor ci- 

líndrico de comprimento L 

e seção transversal A que 

contém mn elétrons livres 

Ps RS L A ds RE por unidade de volume (fig. 

160) e no qual é aplicado 

uma diferença de poten- 
cial V. 


ic e a 
Da definição de corrente i= [5 ds = 3 A decorre que 





D-— n eletrons/m3 
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S 
Corrente = densidade de elétrons livres X área da seção reta X carga 
do elétron X velocidade de arrastamento. 








2 E 
t=nA e Va= a 
2m 
Como 
LA 
L 
temos 
ne2r 4 L 2m 
"2 Com E ses A a) à 
Lembrando que 
Vo = no 
tem-se 
= ( 2m ) L 
: ne? 1 1 
e sendo L 
RE 
2m 
p = 
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ou 
nel q 
0 Ta 
2m 
Daqui se obtém também 
o 2mo 
— ne 


Substituindo a massa e a carga do elétron pelos seus valôres, e as 
constantes características do sódio metálico n por 2,5 X 102º elétrons/cm? 
(ou 2,5 X 1028 elétrons/m”) e o pelo seu valor (ver tabela vII), obtém-se 


Tr = 2X 1013s 


Se aplicarmos a teoria cinética dos gases ao gás de elétrons verificamos 
que a velocidade média no movimento caótico é da ordem de 10'cm/s; 
portanto, o elétron viaja aproximadamente 2 X 10-%cm antes de colidir 
com os íons; esta distância é bastante grande quando comparada com 
q distância entre os íons que é de ordem de 2 X 10-8ecm; é um pouco 
surpreendente que a rêde metálica seja tão transparente aos elétrons mas 
as ordens de grandeza são muito razoáveis. 

Finalmente observemos que da expressão 


1 =nÃA eva 
podemos calcular a velocidade de arrastamento vu, 


1 


n Ae 





Va = 


Se tivermos uma corrente de 25 ampéres passando num condutor 
de Immê de área e se o número de elétrons por em? é 2,5 X 1022, então 


va = 0,6em/s 


que é muito pequena comparada com a velocidade de agitação média 
dos elétrons. 

Um tratamento mais rigoroso do problema do movimento dos elétrons 
num metal só pode ser feito com base na mecânica quântica. 


7. Dissipação térmica nos condutores. 


Lei de Joule 


As colisões dos elétrons com os íons na condução elétrica constituem 
um processo dissipativo no qual o campo elétrico realiza trabalho que 
se converte em movimento térmico dos íons que constituem a rêde cris- 
talina do metal, elevando assim sua temperatura. 
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Se uma carga é transferida de um eletrodo a outro num condutor, 
existindo entre os dois uma diferença de potencial V, uma quantidade 
qV de trabalho é realizada; êste trabalho deve provir de uma fonte externa, 
em geral uma bateria. 

O trabalho realizado por unidade de tempo, isto é, a potência 
dissipada é 

P=1V 


Outras formas de escrever P são as seguintes: 
2 
Potro, 
A potência elétrica é medida em joules/s ou watts. 





que são obtidas usando a lei de Ohm. 


A potência é dissipada no aquecimento do condutor. fste aque- 
cimento usualmente dá lugar a um aumento de resistência, como se pode 
esperar intuitivamente. A dependência da resistividade com a tempe- 
ratura absoluta T pode ser representada muito bem, num intervalo de 
algumas centenas de graus em tórno da temperatura ambiente, pela 
fórmula empírica: 


p=pll+Had(T-T)o+MT-T9)2 + yCT- To? + têrmos de ordem 
mais elevada] onde po é a resistividade na temperatura ambiente (To = 300 
graus); os coeficientes a, 8, y decrescem rápidamente em valor e, para 
a maioria dos fins práticos, basta utilizar 


p = poll + a(T — To)] 


é denominado coeficiente de variação da resistência com a temperatura. 


TABELA VIII 





a (coeficiente de variação da resistência 
com a temperatura) EM (ºC) 1 


SUBSTÂNCIA 
































Alumínio...r.............. 0,00423 
Constantan................. 0 (no intervalo 0-100ºC) 
CODTÊ: ess pi Dar ab 0,00427 
Ferro (99,98% puro)........ 0,0050 
CRIADO asa as pata ed 0,00411 
Manganina............c.... 0 (no intervalo 0-100ºC) 
MEeEECUIO pus esa as a dd 0,00089 
Níquel, aqui nada des 0,006 
PAIN isa Die DRA 0,003 

| Prata (99,78% pura)......... 0,0038 

| TANLAO quad cotas pe eat 0,0033 
Tungstênio................. 0,0045 


DATICO gs us aa Es Sa do Ed 0,00402 
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A variação da resistividade com a temperatura pode ser prevista 
teóricamente e constitui um dos problemas que se pesquisa na Física do 
Estado Sólido. Impurezas que existem nos cristais metálicos podem 
alterar substancialmente a variação da resistividade com a temperatura. 

Em especial, um campo totalmente nôvo de pesquisas surge quando 
a temperatura é próxima de zero absoluto; ocorre então o fenômeno da 
supercondutividade: a resistividade cai bruscamente a zero numa tem- 
peratura dada e uma corrente elétrica pode circular indefinidamente 
no condutor sem atenuação. 


| EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Voltômetro e Amperômetro. | 


EXERCÍCIOS 


1. Num fio cilíndrico de cobre, de raio R = 2,0cm, o campo elétrico aplicado é função 
da distância do ponto considerado ao eixo do cilindro, segundo a equação 


—>» > 
E (Eo + ky) x paray Ss R 


onde v 
Eo = 3,0 XxX 102 — 
m 


v 


m?2 


k = 1,5 

(Note que êste campo não é conservativo.) 
—> 

z = vetor unitário definidor do eixo do cilindro. 


A resistividade do cobre vale p = 1,72 X 10-8m. 


Determine: 


> 
a) O vetor densidade de corrente j num ponto qualquer fora do eixo e noutro 
no eixo do cilindro. 


b) A corrente 2 no fio. 
Solução (fig. 161): 


— — 
a) Vale j = cE ou 73 


| 
” Em 
ty] 





Fio. 161 
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164 
Portanto 
Es (> + 1) e 
J=4("""—]%o 
p 
— E — 
j = E +— Y] To 
—>, 
No eixo, es O ed Xo 
p 


b) A corrente i é o fluxo do vetor densidade j 








. ER, 
Re j.n ds 
s 
Portanto 
n=S(- pita 
Ss 
mas 
ds = 2ry dy 
Daí R 
is = (* ER) 27y dy 
E p p 


R R 
==[f Foydy+ f by? dy | 
0 0 


2 ( EoR? sd MR? a E aa 
Rae 2 3 Po» 2 3 











Substitua os valôres numéricos. 


2. O cobre possui 8,4 X 1022 elétrons livres por cm? e sua resistividade é 
p = 2,3 X 10-80m. Determine a mobilidade dos portadores de carga do cobre 


(elétrons livres). 
Solução: A corrente elétrica no metal é constituída pelo movimento dos elétrons 


livres sob a ação de um campo elétrico E (fig. 162). 





Fic. 162 
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: 1 é E ato PS 
Edo = Ennis ias e 
j=0E=ennp.'.o = TA 

Chamamos mobilidade a relação E = - (Fisicamente, É mede a maior 


ou menor facilidade de movimentação dos portadores de cargas. Veja que £ = u 
para E = 1, isto é, a mobilidade é igual à velocidade média adquirida pelos portadores 
quando submetidos a um campo unitário.) 


Com a nova notação temos 
oc =enu 


Aplicando no caso do nosso problema 


o 1 1 





POen pen 23X108X1,6X 10-19 X84X 1028 


mê? 
volt-segundo 


E 
| 


3,2 X 1073 
3. Um fio de cobre de comprimento L = 10,0cm e diâmetro d = 0,020m está submetido 
à tensão U = 300V. Determine a velocidade dos elétrons livres. 


4. Um tronco de cone tem altura A, e raios das bases R; e R2. É feito de um material 
de resistividade p. Calcule sua resistência entre as bases (fig. 163). 


Solução: 


— 
dx 
—— hs 


Fic. 163 


A resistência de um elemento do tronco de espessura dz e área S é 


dx 


dR P 


Calcula-se R integrando dR entre y = Ri e y = R>, ouseja, entrezxe x + h. 


Z+h 
R = f pia 
my 


x 
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5. Nos semicondutores a corrente elétrica é transportada por elétrons livres e por 
“lacunas” que podem ser consideradas cargas elétricas positivas, de mesmo valor 
que a dos elétrons. Calcule a condutividade do germânio “intrínseco” a 300ºK, 
sabendo-se que a essa temperatura temos 


n: = concentração de elétrons = 2,5 X 101º cm” 
pi; = concentração de lacunas = 2,5 X 1013 cm”? 
2 
vn = mobilidade de elétrons = 3.900 DE a 
volt-segundo 
up = mobilidade de lacunas = 3.900 Rae 


“volt-segundo 
Solução: A corrente transportada pelos elétrons é (ver probl. 2) 
jn = enunk 
A corrente transportada pelas lacunas é, anàlogamente 
jp =epuçÊ 
Portanto 


= e(nun + Pp) = en (un + up) 
1,6 X 10-1º X 2,5 X 101º (3.900 + 1.900) 1074 


co = 23! mm”! 


6. Determine o tempo de relaxação do cobre. 

Solução: Quando se tenta eletrizar o Interior de um corpo metálico, colocando aí 
uma densidade volumétrica de cargas po, estas criam um campo elétrico 
que leva as cargas para a superfície externa do corpo. A densidade p diminui, 
então, com o tempo. Determinemos a função p(t). 

No instante t existe dentro da superfície fechada S a carga q (fig. 164) dada por 


a= [od 


V 


ZA 
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A corrente que passa por S é 


— HM 
e” 
mas f Ed 
ti=) j.ds 
s 
. dq : E e gi 
Como as cargas saem da superfície, E é negativo, mas f 3.ds é positivo. 
S 
Portanto, ao se igualarem as duas expressões de 1, deve-se acrescentar o sinal menos 
dq f E. ca 
rd A Ci 
s 
Daí 
d — — . —» 
— [od =-[cE-do=- | divc Ed 
k Ss T 
Portanto 
dp mg p 
E mi Sa] Se pe a 
Em o div E o E 
d 
Ou D=..Tda 
p €o 
Integrando In p = - Eae) + In po 
€o 
o 
-—t 
ou p= poe 


. o “-” - “ 
Ao inverso de —— chama-se tempo de relaxação 1. A expressão fica 
€o 
t 


O — 


p= poe 7 
O diagrama p(t) (fig. 165) é 


E 
Po 
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Para o cobre, oc = 4,3 X 10º Q"! m-1 


€q 8,85 xX 10-12 
=| [— = o => 91 -19 
T E 45 X 107 1 X 10-1?s 


Veja que para o instante t = + a densidade p caiu a 37% de po. De fato 
t 


e ” 1 
ii p=peth Lo Log 
Po C 


Lt =êT 


p 


Portanto, a carga interna a um condutor metálico (cobre no caso) cai a 37% da 
inicial após 2,1 X 10-5s. 

Após 717 pode-se considerar p = 0. 

Assim, após 1,4 X 10-f g o cobre não terá mais cargas no seu interior, tendo tôdas 
ido para a superfície. 


7. Determine o tempo de relaxação para diversos metais (prata, alumínio, etc.). 


8. No centro de uma esfera metálica ôca, de raio R = 1,00m existe um filamento de 
tungstênio incandescente que libera elétrons por emissão termiônica. Aplica-se 
entre a esfera e o filamento uma diferença de potencia] U = 3,00 X 10? V que 
acelera os elétrons para a esfera. Mantendo-se U constante e atingido o regime 
estacionário, verifica-se que o filamento emite 4,8 X 1013 elétrons por segundo. 
(Esse número foi determinado teôricamente a partir da temperatura e da superfície 
do filamento.) 


Determine: 


a) A corrente que atravessa uma superfície esférica concêntrica à metálica, 
de raio R = 0,50m. 


b) A velocidade dos elétrons ao atravessar essa superfície. 


— 
c) O vetor densidade de corrente j nessa superfície. 


Solução: 


a) No regime estacionário todos os elétrons liberados pelo filamento chegam 
à esfera, não havendo acúmulo nem rarefação de cargas. Assim 
da Ne 


Ed dis -19 13 
a 1,6 X 10-19 X 4,8 X 10 


7,6 X 108 A ou 1 = 7,6 upÃ 





1 
em qualquer superfície esférica concêntrica à metálica. (Concorda?) 


b) Os elétrons são acelerados a partir do repouso pela fôrça elétrica F = e E. 
O campo É é radial. Calcule-o. Elec é homogêneo? Veja que não. Então 
o movimento dos elétrons não é uniformemente acelerado. 


=» 
c) Com a velocidade calculada no item b, você pode obter j. Você pode 


— — 
escrever )y = o E, neste caso? Veja que êste problema dá muito o que 
pensar. Resolva o problema que vem a seguir e compare com êste. 


9. Resolva o problema anterior a uma dimensão, isto é, imagine o filamento consti- 
tuindo a placa negativa de um capacitor plano, de espaçamento R = 1,00m, 
submetido à tensão U = 3,00 X 1013 V. Calcule as coisas para um plano situado 
no ponto médio entre as placas. 


X 


CIRCUITOS ELÉTRICOS E FORÇA 
ELETROMOTRIZ (f.e.m.) 





Na tabela de resistividades dada no capítulo anterior vimos como 
são diferentes materiais como: cobre, carbono, manganina, etc. 


Resistências elétricas podem ser usadas para fins diversos tais como 
divisores de potencial, aquecedores elétricos, condutores de eletricidade, 
etc. Para discutir êstes vários casos é conveniente representar os condu- 
tores elétricos de uma maneira esquemática, que consiste em supor que 
tôda a resistência está concentrada em uma região definida do espaço. 
Esta é uma simphficação muito adequada quando se têm fios de cobre 
(cuja resistividade é muito pequena) ligados a resistências de carbono 
de resistência elevada como na figura abaixo. A palavra resistência é 
inventada para descrever um condutor que apresenta uma resistivi- 
dade alta numa região pequena e definida (figs. 166 e 167). 





20 Q A; 


(b) 





Tra. 166 Fia. 167 
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O símbolo VVVMA-— é usado para representar uma resistência. 
Esta simplificação nem sempre é boa; se tivermos por exemplo uma 
linha de transmissão de 500 kilômetros de extensão que traz à eletricidade 
gerada numa usina aos centros de consumo, a resistência dos fios de cobre 
não é desprezível nem pode ser representada por resistências localizadas. 


Cada resistência, devido à sua constituição física, só pode tolerar que 
uma certa potência elétrica seja dissipada nela; caso contrário o material 
da qual é feita pode derreter-se ou sofrer outras modificações. Cada 
resistência é então caracterizada por um valor em ohms e pelo número 
de watts que pode dissipar; diz-se, por exemplo, “uma resistência de 1002, 
1 watt”. 


1. Associações de resistências 


As associações mais simples de resistências são de dois tipos: em 
série e em paralelo. 
la. Resistências em série: a mes- 
ma corrente circula pelas diversas resis- 
tências (fig. 168). 
As diferenças de potencial entre as 


R, extremidades de cada resistência são 
Vi = R,1 
Va = Ro 1 
= R=Rj+R, Va = R3 4 
Somando as equações acima, 
R V=Vi+Vo+Vs = (Ri4tR2+R3) à 


Tudo se passa então como se as três 
resistências formassem uma única resis- 
temcia de valor 

Fra. 168 
R = Ri + Ro + Rs 
lb. Resistências em paralelo: a mesma diferença de potencial 
existe em cada uma das resistências (fig. 169). As correntes em cada uma 
delas são 


= 


< a) 





iz = 


=» 
W 
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À corrente totai é i 
= %W+ts 
1 1 
dna ( Es 
; RE 
Tudo se passa como se o con- RR, 
junto de resistências em paralelo R, = R= RUFRS 


pudesse ser substituído por uma 
única, de valor 


E E CRE 
Ro Ri Ro 
R = RiRo - 
Ri + Rs Fira. 169 


Um bom número de circuitos pode ser analisado combinando estas 


duas leis. 
| EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Medida de resistências. | 


2. Leis de Kirchhoff 


Circuitos mais complicados como o da fig. 170 não podem ser resolvidos 
usando apenas a associação em série e em paralelo de resistências. 


Fia. 170 


Resolver um circuito pode significar uma das duas alternativas seguintes: 


a) São dados os potenciais das junções — pontos em que três ou mais 
resistências se encontram — e se deseja saber a corrente em cada 
uma delas. Às junções dá-se também o nome de nós. 


b) São dadas as correntes nas malhas (circuitos parciais fechados) 
e deseja-se saber as diferenças de potencial nas resistências. 
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As leis de Kirchhoff são as seguintes: 


1) Nos nós de um circuito a soma algébrica das correntes que entram 
(positivas) e saem (negativas) deve ser zero. 


1 
2» %4=0 
j=l 
(Êste é o princípio da conservação da carga elétrica em outra lin- 
guagem.) 


17) A soma das diferenças de potencial ao longo de uma malha é zero 


n 


>» V,=0 


jal 
(Este é o princípio da conservação da energia f E.dl=9 em 
outra forma.) 


3. Fórça eletromotriz (f.e.m.) 


Num condutor os elétrons se movem na direção oposta à di- 
reção do campo elétrico, isto é, na direção em que o potencial cresce 


- 
(E = -grad V); a fim de ter um estado estacionário é necessário que 
exista um mecanismo qualquer que transporte os elétrons do potencial 
mais baixo para um potencial mais elevado, isto é, na direção oposta à 
direção em que atua o campo elétrico; êste mecanismo é que dá origem 
à fôrça eletromotriz. 


Um gerador eletrostático do tipo Van de Graaff é um exemplo de 
tal mecanismo (fig. 171) que funciona com cargas positivas que se movem 
na. direção do campo elétrico, isto 
é, na direção em que o potencial 
diminui. Em operação normal 
existe uma corrente [ na resis- 
tência externa R, com a direção 
de cima para baixo (direção do 
campo elétrico), de modo que a 
energia dissipada nela é TR. 
Dentro da máquina o campo 
atua na mesma direção (se íons 
positivos forem produzidos na 
parte superior da máquina, êles 
serão acelerados ao descer pelo 
tubo). Para que os portadores de 
carga (positivos no caso de Van 
Frc. 171 de Graaff) subam o tubo e fe- 
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chem assim o circuito, êles são presos a uma correia isolante que mecá- 
nicamente os leva para cima; as cargas aderem firmemente à correia 
e não descem pelo tubo, apesar da ação do campo elétrico. Na parte 
superior da máquina elas são, porém, removidas da correia por meio de 
um pente sôbre o qual se aplica um alto potencial. A energia necessária 
para transportar as cargas é proveniente de uma fonte externa: um 
pequeno motor ou um homem girando uma manivela. O gerador Van 
de Graaff é de fato uma bateria que comunica às cargas um potencial Vo. 


Pela lei de Ohm pode-se escrever (fig. 172) 


V=RI 


A fôrça eletromotriz dêste mecanismo é a diferença de potencial 
(isto é, a energia de caráter eletrostático) comunicada às cargas elétricas. 


I 
Vo R V r— R 


Fia. 172 Fia. 173 


Usualmente em qualquer dêstes mecanismos existe uma resistência 
interna r (fig. 173) de modo que a lei de Ohm se escreve na realidade 


V=Vo-rl= RI 


A f.e.m. do mecanismo é Vo; a diferença V 
de potencial em R é V; sômente no caso 
de 7 ser desprezível ou 1 muito pequeno é 

Vo 


que uma medida de RI dá o valor de às 
Vo (fig. 174). Toa 


As f.em. são designadas em geral 
por e. 

A maioria das f.e.m. são de origem 
química e não mecânicas, como no caso E 
do Van de Graaff; as mais comuns são as Fra. 174 
pilhas de Volta, em honra ao seu inventor. 


O princípio de funcionamento destas pilhas é o seguinte: quando 
um eletrodo é mergulhado numa solução, uma diferença de potencial 
surge entre os dois. Êiste fenômeno foi explicado por Nernst, em têrmos 
muito parecidos com o fenômeno da pressão osmótica(*). Pode-se pensar 


T 





(*) Ver nota sôbre pressão osmótica, no fim do capítulo. 
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no metal dos eletrodos e na solução como meios diferentes e na superfície 
do metal como superfície porosa. 


Se há uma tendência para os átomos do eletrodo passarem para a 
solução, na forma de íons positivos, a pressão diz-se positiva. 


Ela se diz negativa se há uma tendência para os íons da solução se 
depositarem no eletrodo e perderem aí sua carga. 


As “pressões” do tipo acima dão origem à diferença de potencial 
entre o eletrodo e a solução; como para medir esta diferença de potencial 
é necessário utilizar um outro eletrodo, toma-se como eletrodo-padrão 
uma placa de platina que oclui hidrogênio com facilidade. 


À tabela abaixo dá o sinal e valor do potencial do eletrodo em relação 
ao eletrodo-padrão (à temperatura de 25ºC€, em equilíbrio com uma solução 
aquosa de 1 mol dos íons). 





ELETRODO POTENCIAL ELETRODO POTENCIAL 
Li — 2,96 volts Co — 0,29 volts 
K — 2,92 Na - 0,23 
Na — 2,72 Sn — 0,14 
Mg - 1,55 Pb - 0,12 
Zn -— 0,76 Pt + Hº 0,00 
Fe — 0,44 Cobre 0,34 
Cd — 0,40 Ag 0,80 





Por exemplo, se um eletrodo de zinco é imerso numa solução de sulfato 
de zinco e separado, por uma parede porosa, de uma solução de sulfato 
de cobre na qual está imersa um eletrodo de cobre (fig. 175), a diferença 
de potencial entre o cobre e o zinco é 


0,34 — (-0,76) = 1,10 






A finalidade da parede porosa é 
permitir a passagem dos íons ao mesmo 
tempo impedindo a mistura das solu- 
ções de sulfato de zinco e sulfato de 
cobre. 

Se uma resistência é ligada exter- 
namente aos eletrodos, uma corrente 
Eos ce circula do eletrodo positivo (cobre) 
para o negativo (zinco) (fig. 176). Isto 
ZnSO,” SUPERFICIE Cuso pode ser expresso de outra forma, di- 

4 4 Ear 

POROSA zendo que os elétrons que são liberta- 
Fra. 175 dos no eletrodo de zinco atravessam a 


=) 








++++++++ 
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solução e neutralizam íons positivos de cobre neste 
eletrodo. Os elétrons se movem sob a ação de 
fôrças químicas na direção oposta à direção do cam- 
po elétrico no interior de solução. Esta f.e.m. tem 
origem em fôrças químicas. Eventualmente tôda a 
energia química da célula é dissipada como energia 
elétrica na resistência externa: o eletrodo de zinco 
é totalmente consumido ou estabelece-se um equi- 
líbrio químico que faz com que a f.em. tenda 
a Zero. 


EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Potenciômetro. 
características de uma bateria. 
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Estudo das 


4. Exemplo de aplicação das leis de Kirchhoff. 


Ponte de Wheatstone 


Após a discussão acima do conceito de f.e.m. podemos reescrever as leis de Kirchhoff 


da seguinte forma 


jm=l 
>: y =0 (lei dos nós) 
j=1 


(é o número de correntes no nó) 


k=n 





Em A 

Em B 

€ Em €C 
Fre. 177 Em D : 


ta 


Às equações dos nós 


em =D, irRy (lei das malhas) 
k=1 


em é à f.em. total da malha, n é o número 
total de resistências na malha. 


Como exemplo de aplicação das leis de 
Kirchhoff vamos escrever as equações para um 
circuito conhecido como a Ponte de Wheatstone 
(fig. 177); êste circuito é muito útil para 
medida de resistências. 


são 


“ttHtu=1 
“YU 


12 + 15 


: 12 + 13 = 4 


13 — 15 
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As equações das malhas são 


Malha ABDA : Riii + Rs1s = Rais = 0 
« BCDB : Raio -Rsis-Rsis =0 
« ABCDA : Riti + Raiz = Rs13 + Rais 
« ABC e . = Ri + Rois 
» ADCe : e= Raid Rats 


Têm-se aqui sete equações. É fácil ver que das quatro equações dos nós apenas três 
são independentes (isto é válido em geral; se há j nós, apenas (9-1) das equações são inde- 
pendentes). Nem tôdas as equações das malhas são independentes. Quando o número de 
incógnitas é igual ao número de equações independentes é possível resolver completa- 
mente o sistema. 


O caso mais interessante dêste circuito ocorre quando as resistências são ajustadas 
de modo que nenhuma corrente passe pelo braço BD. Isto pode ser verificado instalando 
um medidor de corrente elétrica (galvanômetro) neste braço. 


Tem-se então is =0 
Portanto W = 1% 
ig = 14 
e Riti = Rats, Roio = Ryis 
donde Riks = RaR4 


Conhecendo três das resistências R1, R2 e R3, à quarta pode ser determinada pela 
expressão 


Ri Rs 


Rá = R; 





EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Ponte 
de Wheatstone. 


Outra forma de resolver o problema é 
atribuir a cada malha uma corrente única 
(1, 1 e ig) e escrever as equações resultantes 
(fig. 178). 





Equações das malhas 


i ADC e . € = (Rs + R4)i-Rsiç + (R3 + 
+ Rr 
ABDA : 0 =-Ra1i+(Ri 4 R5+ Ry)ig- 
— (Ri + Rá)i” 
€ ABCDA: O =(R3 + R)i-(Ri + Riic+ 


Fra. 178 + (Ri + Ro + Rs + Rg) 
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Tem-se aqui três equações que resolvidas dão 2, 1 e ig; estas correntes devidamente 
combinadas dão as correntes em cada resistência. 


Resolvendo para ig obtém-se 
; RiRs — RoRg4 
= €————————————— 
E D 
onde D é o determinante dos coeficientes das correntes. 
Vê-se imediatamente que a condição para ig = 0 é 
Ri Rs = Ro R4 


como anteriormente. 





EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Leis de Kirchhoff. 





d. Outras aplicações 


5.1. Teorema de Thevenin. Certos teoremas gerais, muito úteis, 
que permitem simplificar a solução do sistema completo das equações 
de Kirchhoff, podem ser estabelecidos. 

Um dos mais úteis é o Teorema de Thevenin, que apenas enunciaremos 
aqui: 

Se tivermos um circuito complicado (com resistências e fôrças eletro- 
motrizes) do qual emergem apenas dois terminais, êstes podem ser con- 


siderados — no que se refere a cálculos de interêsse para o circuito 
externo — como os terminais de um circuito contendo apenas uma f.e.m. 
CAIXA PRETA 


Fio. 179 
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igual à diferença de potencial que aparece entre os dois terminais e uma 
resistência equivalente à que aparece entre os dois terminais quando se 
colocam em curto circuito tôdas as fontes de tensão internas ao circuito 
(fig. 179). 


5.2. Teorema da transferência de potência. Se tivermos um 
circuito formado por uma f.e.m. e uma resistência interna (R;) que faz 
circular uma corrente 7 numa resistência externa (R,.) a potência dissipada 
nesta resistência (fig. 180) é 


oC ro 


| 
| 
| 
Re | 





| 
| 
| 
+ 


m 
| 
| 
| 
Es 
r— 
| 
| 
| 
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e2 Re 


Pe = (RR 


Se R, é variável, pode-se ver que a potência transferida é máxima 
quando KR, = 0. 
Se R. é variável e R, é fixa, a potência dissipada é máxima quando 


dP. 


dR, e 





isto é 


: ( 1 2R, ) 
elis - ll] =o 

(R; + Ro)? (Ri; + Re)? 
donde decorre 


RR 


A potência transferida é máxima quando a resistência interna da 
fonte é igual à resistência na qual a dissipação ocorre. Nestas condições 
a corrente circulante é /2R (R=R,=R,) 


As duas resistências se dizem então “acasaladas” ('matched”). 


EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Potência entregue por um gerador. 
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5.3. Teorema da superposição. fste teorema nos diz que num 
circuito cada uma das fôrças eletromotrizes atua independentemente 
das outras ao contribuir para as correntes. Se 7 é à corrente no braço qa 
e uma f.e.m. adicional e é adicionada no braço b, a corrente que passa 
a circular no braço a é % mais a corrente que e produziria no braço a, 
na ausência de qualquer outra f.e.m. 


6. Nota sóbre a pressão osmótica 


Vamos recordar aqui o fenômeno da osmose. Suponhamos que se tenha um tubo 
em forma de U com água num braço e uma solução de alguma substância em água no 
outro. Os líquidos são separados por uma membrana porosa semipermeável M que 
permite a passagem de água mas não da substância dissolvida (fig. 181). 

Observa-se que a altura do líquido não é a mesma nos dois braços, sendo mais 
alta para a solução do que para a água pura; a pressão ps (pressão de solução) no 
lado direito de M é maior do que a pressão no lado esquerdo pa (pressão da água). 

A pressão p, é constituída de duas pressões parciais, 


uma devida à água e a outra à substância dissolvida; 
como a água passa livremente por M 


Ps=Pa+tp 


p é denominada pressão osmótica, sendo igual à diferen- 
ça das pressões p, € Pa 





Pp = Ps” Pa 
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Medidas de p em soluções diluídas mostram que: 


a) p é proporcional à temperatura absoluta. 
b) p é proporcional ao número de moléculas dissolvidas por unidade de volume 
de solução. 


Conclui-se pois que as partículas dissolvidas se comportam como se constituíssem 
um gás ideal, independente do solvente. 


EXERCÍCIOS 


1. Entre os nós 4, B e € de um circuito elétrico são ligados os fios de resistências 
Ras, RBce Rac, conforme o esquema 1 (ligação triângulo ou delta, fig. 182). Deter- 
mine as resistências R4, RB e Rg de outros três fios que devem ser ligados entre os 
mesmos pontos 4, Be C, conforme o esquema 2 (ligação estrêla ou fpsilon, fig. 182b), 
em substituição aos anteriores, de forma a que êste segundo sistema seja equivalente 
ao primeiro. 


Solução: Os dois sistemas serem equivalentes significa que a substituição de um 
pelo outro não altera as condições do restante do circuito. Ou, em outras palavras, 
as correntes que chegam aos nós 4, B e €, vindas do circuito externo (ou que saem 
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Fira. 182a Fira. 182b 


dos nós para o circuito externo) 14, ip € ?c São as mesmas no esquema 1 e no es- 
quema 2, o mesmo acontecendo com as diferenças de potencial entre os nós 
(Va-Ve;VB- Vo; Va- Vo). 





Fira. 183 


Temos então 
Va-Vo =Rasias= Raiva +Rpin 


EA Ractac E Ra va + Rotc 
Va- Vc e Rec iBc ES Re tB + Ro tc 


“ 
da 

| 
S 
Q 

| 


na fig. 183 TA Ee LAB + AC = 0 
is +HiaB +Hipo=0 
tc +Hiac tiro =0 
is +HiBs+ic=o0 
Veja que deve ser feita uma convenção de sinal para as correntes e para as quedas 
de potencial. Observe se as equações escritas obedecem a essa convenção. Veja 


também que nem tôdas as equações são independentes. De qualquer forma, resolva 
o sistema e confira com o resultado abaixo 
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R. = Ras. Raoc 
“Ras + Rac + Ros 
Re = Ras. Rec 
Ras + Rac + Ros 

Ro Rac . Rec 


- Ras + Rac + Ros 


2. Dado um gerador de tensão, de fôrça eletromotriz É e resistência interna r, construir 
os diagramas cartesianos: 
a) da tensão U em função da corrente 1 
b) da potência útil Pu em função da corrente 4 
c) da tensão U em função da potência útil Pu 


Solução: E | 
! 
A potência lançada pelo gerador no circuito é y 
dissipada em parte na própria resistência interna r R 
do gerador e o restante na “carga” externa que 
representamos na fig. 184 por R. À ST 
P, =P, + Pu Fra. 184 
P, = potência do gerador 
P, = potência perdida no próprio gerador 
Pu = potência útil aproveitada pelo circuito 
ERR E, = i2r+i2R 
p= wr : E a ; 
Pu = i2R mas i1R = U (tensão nos terminais do gerador) 
E,=iirtiU 
ou U=E-ra 
a) Diagrama (fig. 185): 
U 





Fra. 185 
É MR 
Icc = = — corrente de curto-circuito = Imáx (U = 0) 
Pros Prrr 


Pu=E,-12r 
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b) Diagrama (fig. 1836): 





Fia. 186 





Veja que o máximo de potência útil se obtém para à = = —— 
2 





e vale Pumáx = E 


c) Diagrama (fig. 187): 


U 
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3. Dado um gerador de tensão de fôrça eletromotriz É e resistência interna r, determinar 
o gerador de corrente que lhe equivale. 


Solução: O gerador de tensão é uma associação em série de uma fôrça eletromotriz 
E e uma resistência interna r (fig. 188). 
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Dêsse elemento se obtém uma tensão U entre seus terminais 4 e B, dada por 


U=E=yra 
Para obter o gerador de corrente, tiremos da expressão acima o valor da corrente 
E U 
j=>—0õí[— 
r r 
do cai 1 di don À 
mas E, = Icç = 1 = corrente de curto-circuito e ei q condutância interna. 
Portanto =I-gU 


Diagrama (fig. 189): 





Fic. 189 


Pela equação i = I-g U vê-se que o gerador de corrente pode ser imaginado como 
a corrente de curto-circuito associada em série com a condutância interna, ambas 
do gerador de tensão equivalente (fig. 190). 


A B 
CDE 
Fira. 190 


ou: como a corrente de curto-circuito associada em paralelo com a resistência 
interna (fig. 191): 


Fic. 191 


À corrente 2 que se obtém nos terminais 4 e B do gerador de corrente é: = Ico -gU. 
g U é a parte da corrente total dissipada no interior do gerador. 
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4. O trecho de circuito AB, compreendendo um gerador com resistência interna r= 1,0, 
é percorrido pela corrente 1 = 1,0 A e fornece a potência P = 5,0 W à parte restante 
do circuito (fig. 192). Determine: 

a) À tensão U entre 4 e B. 
b) A potência gerada no gerador. 


1,O A 
A Rs 
ea LE )—s B 
r=,0N 
Fira. 192 
Respostas: 
a U=50V 
b) E = 6,0V 
Cc) P, e 6,0 W 


5. Um receptor sob a tensão U = 250V absorve a potência P = 5,00kW. O gerador, 
situado à distância d = 200m do receptor, fornece energia através de uma linha 
de transmissão constituída por dois fios de cobre n.º 104 W G (3,279/km). Determine: 


a) A tensão U, aplicada à linha. 
b) O rendimento n,; da linha. 


Solução (fig. 193): 
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a 


A rêde de distribuição dissipa por efeito Joule a energia correspondente à queda 





de tensão 
AU = pé 
onde r é a resistência dos fios e 1, a corrente no circuito. 
P 
AU = Vos U e 1 = Vv 
Portanto P 
Eae der 
U, = 250 + 0,400 X 3,27 X so 
U, = 250 4 26,2 = 276 V 
b) Rendimento da linha P 
onde P, = potência lançada à linha pelo gerador 
E Uau U 250 
Sn q Cu ma 08 
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EFEITOS MAGNÉTICOS DA CORRENTE ELÉTRICA 





Paralelamente ao desenvolvimento da eletrostática e do estudo das 
consequências da lei de Coulomb e mesmo antecedendo a êstes estudos 
desenvolveu-se um outro campo das ciências naturais que tomou o nome 
de magnetismo. O nome magnetismo provém do nome da província grega 
de Magnésia, onde se encontram extensos depósitos de um óxido de ferro. 
Pedaços dêste material têm propriedades especiais de atrair ou repelir 
outros pedaços do mesmo material; além disso, uma agulha dêste minério 
suspensa por um fio ou por um eixc tem 
a propriedade de se orientar sempre na mes- 
ma direção. Esta propriedade foi usada des- 
de os tempos mais antigos para a construção 
de bússolas (fig. 194) que apontam sempre 
para uma direção dada (norte geográfico) e 
que servem pois para dirigir a navegação 
quando o Sol ou as estrêlas não podem ser 
vistos. As fórças que existem entre os mate- 
riais magnéticos (dos quais o óxido de ferro 
da Magnésia é um exemplo) se chamam 
fórças magnéticas. Os estudos do magnetis- 
mo e da eletrostática se desenvolveram de 
maneira completamente independente até 
o fim do século xvIII. Ho IDa 





Foi observado, porém, pelos navegantes que as descargas elétricas 
que ocorrem nas tempestades podiam ocasionar o enfraquecimento, a 
destruição e mesmo a inversão das propriedades magnéticas das bússolas 
(troca do Pólo Norte pelo Pólo Sul da agulha magnética). Uma conexão 
clara entre os dois fenômenos foi procurada durante muito tempo, mas 
foi sômente o físico dinamarquês Oersted que em 1819 a estabeleceu 
claramente. 


Oersted descobriu que a passagem de uma corrente elétrica por um 
fio, próximo de uma bússola, faz com que se exerçam fôrças sôbre a 
bússola, alterando a direção em que ela aponta. 
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Menos de um ano depois 
Ampêre descobriu um fato mais 
significante ainda: dois fios pa- 
ralelos nos quais passam corren- 
tes de mesma direção se atraem 
(fig. 195).| | 


Pode parecer evidente que 
se uma corrente exerce uma ação 
sôbre uma agulha imantada, dois 
circuitos conduzindo corrente de- 
vem exercer ações um sôbre o 
outro; esta, porém, não é uma 
consegiiência necessária; com 
efeito, uma barra de ferro não- 
magnetizada exerce ação sôbre 
uma agulha imantada, apesar de não existirem ações entre duas barras 
de ferro não-magnetizadas. 





Fra. 195 


Se as direções das correntes são paralelas mas os sentidos opostos, 
os dois fios se repelem. 


É claro, então, que se pode pensar que um material magnético apresen- 
ta as suas propriedades típicas devido a correntes elétricas não-aparentes 
que existem no seu interior. Desenvolveremos mais adiante esta idéia 
que originâriamente é devida a Amptêre. O nosso problema imediato é 
estabelecer as leis da ação mútua de duas correntes elétricas. Isto foi 
feito por Ampêre em um brilhante trabalho classificado por Maxwell 
“como um dos mais brilhantes de tôda a história da Física” (*). 


1. As experiências de Ampére 


À teoria de Ampére das ações mútuas entre as correntes elétricas 
é baseada em quatro fatos experimentais. Vamos iniciar esta discussão 
transcrevendo as próprias palavras de Ampére: 


“Quando se descobre um nôvo tipo de ação, até então desconhecido, 
o primeiro objetivo do físico deve ser o de determinar os principais fenô- 
menos que resultam desta ação e as circunstâncias em que ela se produz; 
a tarefa seguinte é a de encontrar um meio de aplicar o cálculo matemático, 
representando por fórmulas o valor das fôrças que exercem, uns sôbre 
os outros, os elementos constituintes dos corpos onde êste gênero de ação 
se manifesta. 





(*) Mémoires sur Vélectromagnétisme et Vélectrodynamique, André-Marie AmpkRrE. Gauthier-Villars 
et Cie. Paris, 1921 (publicada originalmente em 1825) e 4 Treatise on Electririty and Magnetism, James 
C. MAxwELL, vol. 11. Dover Publications, Inc. Nova York 1954 (publicado originalmente em 1873.) 
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“Assim que descobri que dois condutores, nos quais circulam correntes, 
agem um sôbre o outro, ou se atraindo ou se repelindo, e que identifiquei 
e descrevi as ações que elas exercem em situações diferentes em que podem 
se encontrar, uns em relação aos outros, procurei exprimir o valor da 
fôrça atrativa ou repulsiva de dois de seus elementos (ou partes infini- 
tamente pequenas) a fim de poder deduzir pelos métodos conhecidos 
de integração a ação que tem lugar entre duas porções finitas de con- 
dutores dados. 

“A impossibilidade de realizar diretamente experiências com porções 
infinitamente pequenas de circuitos nos obriga, necessàriamente, a partir 
de observações feitas sôbre fios condutores de grandeza finita e de forma 
adequada a permitir que se infira delas a lei de ação mútua de duas porções 
infinitamente pequenas. É preciso pois fazer uma hipótese sôbre o valor 
da ação mútua das duas porções infinitamente pequenas, deduzir dela 
a ação que deve resultar para os condutores de grandeza finita e modificar 
a hipótese até que os resultados do cálculo estejam de acórdo com as observações”. 

Tôdas as experiências de Ampére são exemplos do que se chama o 
“método do zero” para comparar fôrças. 

No método usual de comparar fôrças em Mecânica (método estático) 
a fôrça desconhecida é comparada ou com o pêso de um corpo ou 
com a deformação de uma mola calibrada prêviamente. 

No “método do zero” duas fôrças devidas à mesma causa atuam 
simultâneamente num corpo que é livre de se movimentar, o estado de 
equilíbrio sendo a indicação de que as 
fôrças se compensam. 

O “método do zero” de Ampêre é 
realizado por meio de um detetor cha- 
mado balança de Ampére; ela consiste 
num quadro capaz de girar em tôrno 
de um eixo vertical e que possui um fio 
que forma dois circuitos retangulares de 
igual área no mesmo plano; a corrente 
circula em sentidos opostos nos dois qua- 
dros (sentido horário num caso e sentido 
anti-horário no outro). O objetivo dêste 
arranjo é eliminar os efeitos do campo 
magnético terrestre nos fios condutores 
de eletricidade. Esta combinação de Fra. 196 
dois circuitos é dita astática (fig. 196). 

Em lados opostos dos retângulos circulam correntes de sinais opostos 
que cancelam, pois, os efeitos da interação com o campo magnético 
terrestre. 

O quadro gira livremente em tôrno de um eixo vertical porque os 
pontos por onde entra e sai a corrente são dois reservatórios de mercúrio 
O e O" no qual os terminais estão imersos e pivotam. 





A 
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O lado 4B é pois um fio que pode sofrer a ação de outras correntes 
ou de ímãs, afastando-se da sua posição de equilíbrio. Como um todo, 
êste sistema de correntes é insensível à ação do campo magnético terrestre. 


1.2 EXPERIÊNCIA 

Esta experiência dá informação sôbre o efeito de duas correntes iguais de direção 
oposta e muito próximas uma da outra (fig. 197). 

Toma-se em geral o mesmo fio 
que é dobrado sôbre si mesmo, percor- 


Fo rendo caminhos paralelos na ida e 
"3 vinda. 


de À passagem de uma corrente 
por êste fio não afeta o equilíbrio 
da balança de Ampêre. 
Fica demonstrado assim que correntes iguais e opostas produzem fôrças iguais 
e opostas, ou que o efeito de uma corrente muda de sinal quando a corrente muda de 
sinal, 


2.2 EXPERIÊNCIA 


Esta experiência dá informações sôbre a aditividade dos diferentes elementos 
dos condutores. Um dos fios da experiência anterior é dobrado de maneira à formar 


um ziguezague, mas permanecendo sempre 

próximo do primeiro (fig. 198). q A 
Se a mesma corrente passa pela parte 

reta e pela parte em ziguezague o efeito N 

na balança de Ampêre é ainda nulo. Fra. 198 


3.2 EXPERIÊNCIA 


Nesta experiência tem-se um condutor no qual existe uma secção móvel, capaz 
de se mover apenas na direção da tangente ao condutor; o condutor nesta experiência 
é um fio na forma de um arco 
circular cujo centro é o eixo ver- 
tical em tôrno do qual pode gi- 
rar; o condutor se apóia em dois 
reservatórios de mercúrio C e D 
por onde a corrente entra e sai 
(fig. 199). 

Observa-se que qualquer cir- 
cuito por onde circula corrente (ou 
ímã) que se aproxima do condutor 
móvel não faz com que êle se movi- 
mente ao longo da direção do arco, 
isto é, o efeito de um circuito por 
onde circula corrente sôbre o con- 
dutor móvel é uma fôrça que é 
Fra. 199 perpendicular a êste condutor. 





Efeitos magnéticos da corrente elétrica 189 


4.2 EXPERIÊNCIA 


Nesta experiência empregam-se 
três circuitos de forma circular de 
raios que estão na proporção lin:in? 
(fig. 200); o círculo do meio é supor- 
tado de forma que possa girar livre- 
mente; a mesma corrente passa pelos 
três circuitos. O que se faz é ajustar 
as distâncias a e b dos dois circuitos 
extremos até que a fôrça que atua no 
circuito do meio seja zero (fig. 201). 
A experiência mostra que isto ocorre 
quando 





b = na Fra. 200 


Consideremos agora três ele- 
mentos correspondentes dos três 
circuitos dli, dlz e dlsz que estão 
na proporção li;n;n? 





dl1 1 

dla = n dl; do = a 

dla 1 

Eidos ti e o 

Fira. 201 Ha ci dls N 


A fôrça do circuito da esquerda sôbre o do meio deve ser da forma 
dl, dla f(a) 
onde f(a) é uma função da distância. A proporcionalidade com dl; e dlz decorre da 2.º 
experiência de Ampere. 


A fôrça do circuito da direita sôbre o do meio deve ser da forma 


diz dls f(b) 
Em equilíbrio 
dl, dl f(a) = dla dls f(b) 
isto é 


dl, dlo 
is CAE: fla) = fina) 


Portanto 


fina) = 5 Ha) 


ou seja, aumentando a distância por n a fôrça cai com 


ou, em outras palavras, 
” “ 
a fôrça varia inversamente com o quadrado de distância. 


2 


190 Física geral e experimental 


2. 4 fórmula de Ampere 


As informações das quatro experiências acima bastam para que se des- 
cubra a expressão analítica da fôrça entre dois elementos de corrente 


(fig. 202) 14 dly é iz dio (a noção de elemento de corrente i dl é útil porque a 


+ 
1.º e 2.º experiências mostram que a dependência da fôrça em 2 e dl é de 
caráter aditivo e vetorial). 


“A e A . e 1 € 
À 4.º experiência mostra que a fôrça é proporcional a = ea 3.2, 
cmo 
que a dependência com r; dl; e dlo deve envolver produtos vetoriais (que 


são sempre perpendiculares a dli e dl»). 


Uma expressão da fôrça 
que satisfaz às exigências 
das quatro experiências de 
Ampére é 


> > > 
sa cc. dy A(dlo Ar) 
RO E 


a pr3 


A fôrça em dl, é 





dio A (dli 
dra Gis diz A (dh A 7) 
Fra. 202 r3 


c é uma constante que depende da unidade de corrente usada. 

No caso de dois elementos paralelos as fôrças são iguais e de sentido 
contrário, isto é, o princípio de ação e de reação é verificado (fig. 203). 
=> — 
dF, = — dF», 


Em casos mais complicados em que os elementos não são paralelos isto 
não é verdade (fig. 204). 


idl, 7 / 

14 /. 
" idi, 
e r 
o E Rs z 
f 
/ 4 
/ 4 
4 / 
4 / 


Fra. 203 
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Isto não significa uma violação do princípio de ação e reação; os fatos 
experimentais (sobretudo a 3.º experiência) nos dizem que um circuito 
fechado exerce uma fôrça perpendicular ao condutor; dois circuitos fechados 
agirão um sôbre o outro de forma consistente com o princípio de ação e 
de reação, mas isto não ocorrerá necessâãriamente para dois elementos 
de corrente. 


A fôrça total do circuito 2 sôbre um elemento do circuito 1 é 
dl A (dio 
=> 
far ig di Êº 1 AR 
xr 
2 2 
e a fôrça total do circuito 2 sôbre o circuito 1 é 
dl A (dia Ar 
P=ffdP-cii f aaa ec 
12 12 
A fôrça total do circuito 1 sôbre o circuito 2 é 
Fo = ff dF> e il: 7? 12 + FRAAS 
21 2 1 


+ > 
Como dl e dis comparecem simêtricamente(*) nestas equações 


> > 
Y 
Fi =— F, 


(*) Mais explicitamente podemos fazer o seguinte: 
di A (dl AP) 
Es É A (dl, Ar 
F, = Cv % A E 
1 2 


O duplo produto vetorial pode ser escrito 


—» > - 3 a > > 5 
dl, A (dl Ar) = dis (dy.r) - r(dl,. dl) 


= dia (dl, .7) *(d. di) > 
Pe=cwff cm dl “ci ff OE Dr 
r > 
1 2 


l 2 


Portanto 


A primeira integral é zero quando o caminho é fechado. Com efeito, ela contém no integrando uma 
diferencial exata 


dr 


E 
dl,.r = (dl) (9) cos 0, =rdr=r dl, Er pa 
) 


dr = dl, cos 0, 


9, é o ângulo entre dl, e r e, portanto, vale zero (lembre que + dl = 0). 


E sos 
> 
F, = MA (eu di 7 


1 2 


Resulta pois 


onde r aparece explicitamente e dl, e dl, aparecem simêtricamente, mostrando que o princípio da ação e 
reação é válido. Para uma discussão mais detalhada desta questão ver E. WHITTAKER, 4 History of the 
Theories of Ether and Electricity, Thomas Nelson and Sons Ltd., Londres, 1951. pág. 86. 
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A constante c se escreve comumente como 


=D: 
o 47 
—7 newton | g o ; 
uo valendo 47 X 10 pRE A fórmula de Ampêre fica sendo, pois 
dl A (diz AM) 
pe 
dr PO LA (diz A 7) 
47 r3 


Esta fórmula só é válida para dois elementos de circuito e são necessárias 


integrações sôbre dl ou dl> (ou ambos) para se obter a fôrça que atua 
entre condutores dados. 


3. O campo magnético 


A fôrça num elemento de corrente dl; pode ser escrita da seguinte 
forma 


— + — 
dF1 == % dl A dBs> 
onde 
dla Ar 
n Ho - dz AT 
a aa 
º ESA e º º 
O campo magnético B criado por um circuito fechado num ponto 
P é definido pela integral 
Mo . dd Ar 


B(P) = B 
so ap 





ao longo de um circuito fechado. 


Em geral a fôrça num elemento de corrente idl,, devida a um circuito 
fechado onde circula uma corrente que cria um campo B, se escreve como 


=> os =» 
df =) dl AB 
O campo magnético constitui um nôvo tipo de campo totalmente 
diferente dos que encontramos anteriormente em Física; êle atua per- 


-— 
pendicularmente a um elemento de corrente dl; a fôrça que se origina 


—, +00 

desta ação dF = idlA B tende a fazer girar o elemento de corrente mas 
não acelerá-lo. Tanto o campo gravitacional como o campo elétrico são 
diferentes e provocam uma aceleração nas massas ou cargas em que atuam. 
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-—) 

Em particular não sabemos se o campo B é conservativo ou não; 
esta questão vai necessitar um estudo posterior especial. 

Parece claro até o presente que não existe nenhuma conexão entre 


= 


a 
E e B, que são os campos elétricos e magnéticos necessários para descrever 
as fôrças que atuam nas cargas e correntes; esta era a situação até o fim 
do século passado quando a teoria de relatividade mostrou que êstes 
campos não são realmente independentes mas intimamente ligados pela 
transformação de Lorentz. 


: ; newt 
A unidade do campo magnético é o ad di 
ampere-metro 


newton newton-metro joule volt-ampêre-segundo 


— — 


ampêre-metro ampêre-metro? ampêre-metro* ampêre-metro? 


—  volt-segundo 


metro? 


weber 


— 
O volt-segundo é chamado de weber. B é, portanto, medido em metro 


o tesla; um submúltiplo desta medida é o gauss 


|, que é 


AREDeE = 10º gauss = 1 tesla 
metro? 

Falamos sempre na fôrça que um campo magnético exerce sôbro 
uma corrente; pode-se perguntar também qual o efeito de um campe 
magnético sôbre uma carga em movimento. Existe uma célebre experiência 
devida a Rowland, feita em 1878, em que êste demonstrou que uma carga 
eletrostática em movimento sofre a ação de um campo magnético da 
mesma forma que uma corrente; isto parece óbvio nos nossos dias mas 
era muito pouco evidente há 90 anos atrás. Uma carga dg movendo-se 

- 


com velocidade v é equivalente a uma corrente à dl; com efeito 
+ dd d 
dq - ; -> 
lo da > E ctdi= 
dg v q 7 dk dl 1 dl 
— 
Então dF se escreve como 
PEN 
v 


— -> = — 
dr =)dlAB = dgvaB 


Se a carga envolvida não é dg mas e, temos 
emp =, => 
dr = evaB 


-— — 

esta expressão ev A B se chama Fórça de Lorentz que atua numa carga 
em movimento. Note que a fôrça atua perpendicularmente à direção 
em que a carga se movimenta. 
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4. Nota sôbre as razões para a existência de fórças 
entre as correntes elétricas 


Vimos que as experiências de Ampére estabelecem a existência de uma fôrça 
entre duas correntes elétricas. Vamos mostrar aqui que esta fôrça tem origem na lei 
de Coulomb e na teoria da relatividade restrita. 


Lembramos inicialmente que o valor da carga elétrica é um invariante relativístico, 
isto é, não depende do estado de repouso ou movimento em que ela se encontre. Esta 
independência decorre do fato que todos os átomos em seu estado normal são elêtrica- 
mente neutros. Por exemplo, sabemos que tanto o átomo de hidrogênio (1 próton e 1 
elétron) como a molécula de hidrogênio (2 prótons e 2 elétrons) são elêtricamente neutros. 
Nestes dois casos o movimento dos prótons e elétrons é muito diferente. Se o movimento 
afetasse o valor da carga (o movimento afeta o valor da massa na forma m = aa 

1 -— 8? 
na teoria da relatividade, como se sabe) não se teria a mesma neutralização de cargas 
no caso do átomo de H e da molécula de hélio. Foi demonstrado experimentalmente 
nestes dois casos que a carga do próton e do elétron são iguais com uma precisão de 


aproximadamente 1 parte em 102º. 


Consideremos agora uma corrente 
elétrica num condutor e um observa- 


— — 
Ed “a 


= dor no laboratório (fig. 205). Temos 


z neste condutor íons positivos estacioná- 
rios (de densidade linear po) e uma série 


Pe de Da de elétrons se deslocando, por exemplo 


para baixo, com velocidade v (o movi- 
mento caótico dos elétrons é superposto 
º ao movimento de arrastamento e não 


oo 


será considerado aqui). Poder-se-ia pen- 
Fra. 205 sar que como as mesmas cargas negativas 
entram por cima e saem por baixo no 


. =p A 
condutor, a densidade total de cargas é zero e, portanto, o campo elétrico E em tôrno 


do condutor também é zero. 


Lembremos agora que de acôrdo com a teoria da relatividade o espaçamento 
médio entre os elétrons sofre uma contração de Vl -v2/c2 em relação a mesma dis- 
tância vista por um observador que se move com os elétrons. 


Assim sendo, a densidade linear de carga p” (elétron/unidade de comprimento) 


aumenta de 


V1 - v2/c2 


enquanto que a densidade de íons positivos (estacionários) não se altera. 
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Se o observador externo P não es- p=. 


tiver parado mas se movimentando com ER 
uma velocidade V para cima (fig. 206) DP 
paralelamente ao condutor considerado, E 
podemos repetir o raciocínio acima usan- & 


do um sistema de referência que se mo- 

ve com êle; neste sistema, P está parado a 
e os elétrons se movem para baixo com Na 
velocidade (V+v), enquanto que os íons 
positivos se movem também para baixo 

com velocidade V (fig. 207). 


-— o 


Fic. 206 





( o Po [ (v + al 
= |—- —>—— 
c2 c2 


A densidade linear total de cargas é 
p= 9" + pf 


O campo elétrico criado por esta densidade é como sabemos 














lp a pra” 
dd drega rena 
Então 
à 2 1/2 27 1/2 
po dO (1-5) [1-0] ' 
Z2reça c2 c2 
Usando a expansão 1 
d+ a 1-5 
Po V2 (v +- — | 
e l ——— |) — — 
E Zrega O E 2c? ) [1 + 2c2 
p= Po -C+VP po (W+2V) 
Zmreça 2c? Zreça 2c2 


Como a velocidade de arrastamento dos elétrons v é muito pequena, basta consi- 
derar cargas em movimento de velocidade V maior do que lem/s, para que 


V >> uv 
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Então 
E are EO a v = 1, corrente no fio 
2reça 202 ! Êo 4 , 
Portanto 
1 V 
E) ds a 
e Zreça Cc? 
O sinal - significa que a fôrça é atrativa. 


Se houver uma carga +4-q no ponto P, a fôrça atrativa sôbre ela será de 
% 
F = qÉ = -qVB, onde B; * Drena C2 


O efeito que foi descrito acima como devido a um campo magnético é puramente 
eletrostático, levando em devida conta os efeitos da teoria da relatividade restrita. 


O mesmo raciocínio pode ser usado para mostrar que dois condutores paralelos 
conduzindo correntes de mesmo sentido se atraem (e que se as correntes são de sen- 
tidos opostos os condutores se repelem). 


d. Cálculo de campos magnéticos simples 


5.1. Campo de um fio retilíneo infinito. De acôrdo com a 
expressão geral para o campo devido a um elemento de corrente, o campo 


em P é dB, com a direção perpendicular à página (fig. 208). 


























> > 
[| mo? |dl Ar Ho? dx cos 0 
| dB BO O O = tis Teco 
| pa A 73 4r 2 
+ co ; 
B=[ ap = Ho f ese 
47 r2 
— 00 
Mas E rdê 
cos 6 
e 
a = "Tr cosb6 
Então 
Be Lo? pq cosôrdo not (trE do o 
— 4r r2 cos 8 47 r 
-r/2 - 7/2 
m/2 2 uoi n/2 
Ena n Or f cos 6 do = PL sen 6 
47a 47a 0 
— m/2 
então 
B = Ho? 


274 
Fira. 208 ê 
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fiste resultado é conhecido 
como lei de Biot-Savart(*). 


Uma visualização melhor dês- 
te campo é dada na fig. 209, 
bem como a regra da mão direita 
para a determinação da direção 


de B. 


5.2. Fórça de um fio finito 
sôbre um elemento de corrente 
(mesma corrente 1 passando pelos 
dois fios). Fra. 209 




















Para um ponto P situado na perpendicular ao fio e equidistante das 
extremidades a fôrça tem a direção da perpendicular ao fio e vale (fig. 210) 





'2 +a 
dF = di f cos 6 do 
mM 
= 


A fôrça em dl, por unidade de com- 
primento é, pois 














dE Hot? f a 
= = 2 cos 0 do = 
Í dl 47 
0 
3 a 
7 
= e 2 sen 0 
Fira. 210 e 0 
(*) Deduzimos acima que a fôrça que uma corrente cria numa carga em movimento é F = -qVB,, 
onde B, = aa! para que esta fórmula concorde com a expressão geral F = —-qVB, onde B é dado 
mr €0 ” 
pela lei de Bint-Savart B = e é preciso que 
as mM 
B, = B 

eneRO guto a PROD 

2me, à c? 2ma 
ou seja, que 

Cc? = l 
€oHo 
Com efeito, substituindo « e uq pelos seus valêres 
coxo = 8,85 X 10712 X 4x X 1077 = 111 X 107º 
1 1018 1016 
2 = RSA pen O, id SS Ds Ss 1016 
* = 85X 10% x 4 x10-7 > 1mixios > a 9x0 
1.000 

isto é c = 3X 108m/s 


que é efetivamente a velocidade da luz. 
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Se o condutor é infini- 
to, a =7/2 e à fôrça se tor- 


na + (fig. 211). 


dx 





Se == 1 metro (o 


ponto P está a 1 metro de 
distância de um condutor 
de 1 metro de comprimen- 
to). 











2 37 -2 2 
f=PÊ oseng e 2X0,6 = = Eur 0,6 
47 0 47 2x 


A fôrça vale aproximadamente 60% da fôrça que um condutor infinito 
exerceria em P. 


5.3. Espira num campo magnético uniforme. Vamos estudar 
agora as fôrças que atuam num fio dobrado de maneira a formar um 
retângulo, quando colocado num campo magnético uniforme (fig. 212). 





Tra. 212 


A fôrça em cada lado do retângulo pode ser calculada pela fórmula: 


— + - 
dr =1)dl AB 
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Se o plano da espira é per- 
pendicular ao campo magné- 
tico (o campo aponta na dire- 
ção da página), a fórça total 
na espira é zero (fig. 213). Se, 
porém, a normal à espira fizer 
um ângulo 6 com a direção de 


B as fôrças em jôgo se tornam 
diferentes. 

Suponhamos que a espira 
pivote no eixo xx” (fig. 213). 
Os lados (2) e (4) não são mais 
perpendiculares a B(*) e a fôr- 
ça sôbre êles é 


Fo=1bB sen (7/2-60) =171bB cos0 





As 


Fs 


Fia. 214 
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F, tem o mesmo valor mas aponta 
na direção oposta, de modo que F> e 
F, não têm ação total sôbre o movi- 
mento da espira (fig. 214). 


As fôrças em F, e Fs são 
F , = F's = 1a B 


pois os lados 1 e 3 continuam a ser 
perpendiculares a B. Contrâriamente 
aF,>eFs, F; e F, não têm a mes- 
ma linha de ação, de modo que F; e 
F, fazem atuar um momento de torsão 
T sôbre a espira, que tende a fazê-lo 
girar em tôrno de xx” 


b 
TC=2:%aB (5) sen 6 = 2a B sen 6 


T =148Bsen 6 


= A 


se houver N espiras em lugar de uma só 


T=N:4ABseng 


na página. 


Ass 2a - 
(*) O símbolo (6) indica um vetor B saindo da página. O símbolo (x) indica um vetor B entrando 
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Um momento dêste tipo atua sôbre qualquer espira plana, qualquer que 
seja sua forma; êste movimento tende a trazer a espira para um plano 


perpendicular ao campo B. 
A torsão sôbre uma espira é a base da operação dos motores elétricos 
e também dos medidores de corrente elétrica (galvanômetro). 


Nos galvanômetros o que se faz normalmente é criar um campo B 
constante paralelo ao plano da espira, que é suspensa por uma fibra vertical 
que tem uma constante elástica k (sôbre a qual é fixada um espelho) 
(fig. 215). 

À passagem de corrente faz surgir um momento de torsão em tôrno 
da vertical; o quadro, sob a ação do momento, tende a se tornar per- 


=) 
pendicular a B, o que faz surgir um momento de torsão de restauração 
de fibra k(m/2-0) = ko (py = m/2-0). py é o ângulo entre a direção do 
campo e o plano da espira. 


ko = NiABsen6 = NiABsen (m/2-0) = Ni A Bcosgy 


Para pequenas deflexões 








cos py ss cos 60 = 1 
ko = NiA B 
e 
———» 
———>» Eh 
————», 2NABº 
———» 
— > Nora: Ao conjunto de grandezas N1: A 
» se dá, às vêzes, o nome de momento de dipolo 
magnético 
——» 
Fra. 215 p= N1iAÃ 


Pode-se atribuir a u um caráter vetorial dando a êle a direção perpendicular ao plano de 
espira e o sentido em que um saca-rôlhas avançaria ao girar na direção de corrente. 
Então T pode ser escrito vetorialmente como 

—s -—, 


C=4A B 
5.4. Balança de corrente. Unidade de corrente. A le de 
Ampêére permite calcular a fôrça que existe entre dois condutores retilíneos 
paralelos e muito longos, situados a uma distância dada, conduzindo a 
mesma corrente (fig. 216). 


A fôrça que um dos condutores exerce sôbre o comprimento di do 


outro é Er Ao» aê 
dF =;dlaB 
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que é uma fôrça atrativa se as corren- 
tes nos dois fios têm a mesma direção 


— Ls l 
F = / dk = iBf dl =11B 
0 0 


Usando a expressão que deduzimos para 
B (condutor retilíneo infinito) 


Ho tl 


ps 27a 








A fôrça que um condutor infinito exerce 
sôbre uma unidade de comprimento do i 
outro que lhe é paralelo e infinito é Fra. 216 


Fr (=) o Ho? 


l metro 274 


Esta fórmula é usada para definir a unidade de corrente: o ampêre é 
a corrente que, passando no mesmo sentido em dois fios paralelos e infi- 
nitos a 1 metro de distância um do outro, faz com que surja uma fôrça 
atrativa de 2 X 107 newtons/metro sôbre cada um dêles. 


O valor de yo fica pois determinado pela escolha de unidade de cor- 
rente 
newton 


= 4 107 ———— 
is SÊ (ampêre)2 


como se pode ver substituindo êste valor na fórmula acima. uo se denomina 
permissividade do espaço livre. A unidade de uo tem o nome especial de 
henry/metro 


(ampere)2 | (ampêre)2-metro | (ampêre)2-metro 


— volt-amptre-segundo | volt-segundo 


(ampêre)2-metro ampêre-metro 


“volt-segundo 
ampeére 


O 


se denomina henry. 


Então 
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A fôrça entre dois condutores pode ser medida com uma precisão 
de 1 parte em 109 e, portanto, correntes elétricas podem ser determinadas 
com esta precisão. Em experiências reais não se podem usar condutores 
infinitos, sendo preciso partir da fórmula 


> o > 
o ;2 dl, A dlo Ar 
47 93 


—> 
dF = 


devidamente integrada sôbre os circuitos envolvidos. 


Na prática usam-se dois circuitos sôbre os quais estas integrais podem 
ser calculadas. Aparelhos dêste tipo se chamam balanças de corrente 


(fig. 217). 
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5.5. Campo de um anel circular (figs. 218 e 219). Pode-se ver 
pela figura que o campo dB de um elemento dl pode ser decomposto em 
duas direções: dB 1 (perpendicular ao eixo do anel) e dB, | (na direção 
do eixo do anel). É claro que para cada elemento dl haverá outro, diame- 


— 
tralmente oposto, que cancelará a componente dB, do campo. Resta 
apenas calcular a componente na direção do eixo do anel. 





Fra. 218 
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dB 














Fra. 219 
-— — 
B = f dB| | 
— Mot dl Ar = Ho? dlisen 7/2 
pps 47 po — 4 re 
d B| | = dB cos « 
= Ho? cos « di 
d B| | are 72 
r=VR2 +42? a did Eq 
r NVR2xX 42? 
Ho? KR 
dB| | Ee (R2 + q2)3!2 di 
cui Room sir 
a 4 (R2 + 22)3)2 2Tk = 2(r2 + 72)3!2 
Se x =0 
o got R? - Ko? 
Bio 





2 R3 2R (campo no centro do anel) 





Se x >> R, isto é, para pontos muito distantes do anel 


BS go? Rº E uolimR2) E, ucM 


2273. — 7x3 — Qrg3 








M = irR? = 14 é chamado de momento de dipolo magnético do 
anel de corrente. 
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5.6. Campo num solenóide. Consideremos agora um fio enrolado 
sôbre um cilindro, que se denomina solenóide (fig. 220). Seja n o número 
de voltas por unidade de comprimento; na realidade o caminho que a 
corrente segue é helicoidal mas, se o passo da hélice fôr pequeno, ela se 
aproxima bastante de uma pilha de anéis nos quais circula a mesma 
corrente. 

Num ponto do eixo do solenóide o campo é (fig. 221) 


to R2 dr 
= (R2 + (R2 + 22)3!2 











Como 
(R? + 22)1/2 da = sen a dz 
e 
R 
(R2 4 x2)W2 = sen a 
E as 
N 
Fira. 220 Fira. 221 
' a. 
B = eo nf sen a de 
j 
B = E n (cos a, — cos a) 


A figura 222 dá o campo no eixo de um solenóide cujo comprimento 
é quatro vêzes o seu diâmetro. 






Fim da bobina 


DISTÂNCIA ÃO LONGO DO EIXO 
(em unidades do raio da bobina) 


Fra. 222 
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Longe das bordas do solenóide o campo é aproximadamente uniforme 
Para um solenóide infinitamente longo 


cos a = 1 
cos «q = -1 


Portanto o campo magnético no seu interior é uniforme e igual à 


[B=uni] 


6. Lei circuital de Ampere 


O campo magnético criado por um fio retilíneo infinito (fórmula de 
Biot-Savart) é sempre perpendicular a um plano contendo o fio e o ponto 
onde o campo é observado. Podemos definir linhas de campo do vetor 


—s, —, — 
B como linhas paralelas a B em cada ponto. As linhas do campo B em 
tôrno de um fio são, pois, circunferências com centro no fio (fig. 223). 


Como se vê, as linhas de fôrça 
são fechadas; não se originam no 
condutor de corrente, contririamente 
ao campo elétrico que se origina 
nas cargas. 


O espaçamento das linhas é pro- 
porcional à distância ao centro, uma 


A l 
vez que B é proporcional a , neste & 
caso. 
Calculemos agora a integral de 


linha 
Ê B.dl 


ao longo de um caminho fechado que 
não envolve o condutor (fig. 224). Fra. 223 


= Bs s CS s DS s AS rs 
f Bai - f B.d+f B.dl + B.id+f B.dl 
4 B C D 





A 2.º e 4.º integrais valem zero, pois B é perpendicular a BC e DA. 
Para AB e DA, B é paralelo a dl 


>> B D 
fBad-f Bai + f B di 
A C 
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aa ; B D di 
fBa-s(S S/S) 
27 r r 
A C 
Pois 
r 
dl = rda (fig. 225) dá 
> 5 B D 
fBa-f de + f da = 
A C dl = rda 
Fia. 224 = «spB-— ape = O Fic. 225 


À integral f B. dl é zero para qualquer caminho que pode ser construído 
por segmentos radiais e arcos (figs. 226 a e b). 


(a) 8 (b) 


Fira. 226 


Se o caminho circular escolhido envolver o condutor (fig. 227) 





Bias o o 
f Bal - e —= "SM =uwi 
>> É 
f B . dl = Mol 
Fra. 227 O mesmo vale para qualquer outro 


Fra. 2 
caminho que envolve o condutor (fig. 228). e 


em 
Esta última expressão mostra que o campo B não é conservativo. 


7. Aplicações da lei circuital de Ampere 
ao cálculo de campos 


A lei circuital de Ampere lembra o teorema de Gauss da Eletrostática. 
Caso seja possível escolher um caminho sôbre o qual a integral de B. dl 
dode ser calculada, é possível obter-se B. 


Vamos calcular o campo no interior de um solenóide infinito aplicando 
a lei circuital de Ampêre; escolhemos o caminho abcd para o cálculo da 
integral (fig. 229). 
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h 
— — d! c e — - 
-fpelelelefejelo[oIejoje fo efe[ojeleisfo[ófofoJeê[efejeTeTSTeISTofe.  . 
I a q cum um << eu cum 
TB 
À 
“EEE o O 
Tia. 229 
> > DS Ss cs > as s 
f Bai = f Bal+ f Bd + f Bd + f B.dl = uo nhi 
a b c d 


nhi é a corrente interna ao caminho abcd; n é o número de cópias de 
espiras por metro e h o comprimento do caminho ab. 

Como o solenóide é infinito, as linhas de B estão tôdas no interior 
do solenóide e na 3.º integral B =0;a2.ºe 4.º integrais dão o resultado 
zero, porque para elas B é perpendicular a dl. 

Resta pois a 1.º integral, que dá 


= > 
B.dl = Bh = uonhi 
Portanto 
B = tuo nt 


8. Forma diferencial da lei circuital de Ampére 


Consideremos agora uma região do espaço onde existe uma densidade 
-—, 


de corrente 3, de forma que numa superfície S passe uma corrente 


e O ad 
i= fj.ds 
S 


y 
4 


> > > 0 
f Bd i- no f j.ds 


onde a integral de B é feita ao longo da linha que limita a superfície 8. 


Aplicando o teorema do rotacional 


> 0 > > > 
fBdo=frB.ds 


s 
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Então 


=> os À 
freBas=uw [ja 
s 


s 


Como esta equação é verdadeira para qualquer superfície 


rot B = Ho) | 


—, 
Esta expressão evidencia de nôvo que o campo B não é conservativo; 





— Em 
se o fôsse, rot B seria igual a zero como é o caso de rot E, que é sempre 
igual a zero. 


9. Potencial vetor 


O campo magnético criado por um circuito fechado é definido por 


dar 
= Mo f Ar 
eis 47 r3 





Lembrando que 





1 =>. 
r 
grad (5) = — 73 , 


—>, 
B pode ser escrito então como 


B - sad 5 Ê (grad —) A dl 
47 r 


Lembremos agora que 





1 > 1 > 
rot = grad —- A dl + A rot dl 


ou seja 
o A di ER 
r r r 
Mas rot dl = O pois dl é independente das coordenadas do ponto 


no qual B é calculado, a cujas coordenadas os operadores grad e roi se 
referem. 
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Então 








—> 
B = Er f rot o = E Os f rot dl 
47 r 4m 


Por conseguinte 





> 
pot fra (É) 
dr . r 


Como a diferenciação envolvida no operador rot e a integração em 
tôrno do circuito fechado são independentes podemos escrever a última 
expressão como 


— 


—s+ 
B = rot 4 


onde 





>» isa 
A = A (cyz) = pt +S 


A é o potencial vetor c pode ser usado para calcular B pela aplicação 
do operador rotacional sôbre êle. 


—>, 
Finalmente, como B é igual a um rotacional, temos 
div B=0 | 


pois o divergente de qualquer rotacional é sempre zero. 


10. Nota sôbre o teorema do rotacional 
(Teorema de Stokes) 


Consideremos a integral de um campo vetorial 
— > > — 
A =Ans4Ag+A,k 


sôbre um caminho fechado L (fig. 230) 


c=f4A.d 
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Esta integral é chamada de circuitação ou 





circulação do vetor E ao longo do caminho L. 
Integrais dêste tipo são encontradas na defini- 
ção de trabalho e de potencial elétrico. 

Vamos mostrar que a circulação do vetor 
A ao longo do caminho L pode ser substituída 
por uma integral sôbre uma superfície qualquer 
que se apóia sôbre a linha (Teorema de Stokes). 

Consideremos inicialmente um caminho 
retangular infinitesimal dydz no plano (x =0) yz; 


superfície 


w 






calculemos a circuitação de A ao longo dêste 
caminho (fig. 231) 
>. 
dC = A-dl = Adr + A,dy 
a) Contribuição do lado AB 
Ay). dy 

ds b) Contribuição do lado CD 
Agr + dx). dy 


> 
O sinal negativo decorre do fato que dl em AB e y 
CD apontam em direções opostas. 
A soma das contribuições dos lados AB e CD 
é B C(x+dx,y + dy) 


A dx + de)dy — Ado)dy = day dy dx 


XT 





A soma das contribuições dos lados BC e DA 





AÃ 
dd dr As Ad iene o dy dz 


Fira. 231 


Portanto, a circuitação dC ao longo do retângulo ABCD é 


9A 94 dA A 
Cry = ( = 5) aura ( x o di) dSxy 











Este retângulo no plano xy pode ser considerado como a projeção de uma superfície 
no espaço (fig. 232), de modo que a circuitação total nesta superfície deve ser a soma 
das três componentes 


dC = dC;y + dCs: + dl, = Brds;y + B,ds,: + Badszs 








E RR me 
SL Oy 
A, dA, 
Pan CBEo 








B, = 
X du 92 
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—> 
O vetor B se denomina rota- 


—s 
cional de A 


> 


— 
B = rot À 


e a expressão de dC acima se escreve 
> > 
dC = rot A.ds 


> > > > 
ds = dxdy à + dydz 3) + dzdz k 


Se considerarmos uma superfície 
qualquer que se apóia no caminho L 
como composta de um mosaico de 
retângulos (fig. 233) e se somarmos Fio. 232 





tôdas as circuitações dos retângulos 
componentes, existe uma compensa- 
ção nas contribuições a dC dos lados 
internos, e a soma das contribuições 
se reduz à integral de dC sôbre o 
caminho L 


L a) 





Fira. 233 que é o teorema de Stokes. 


are 6! ass ar . . 
A definição geral de rot 4 num sistema qualquer de coordenadas é a seguinte 


>. > 


A. dl 
mta 
S-—0 





—) 
ou seja, a projeção de rot A na direção da normal à superfície num ponto dado é o limite 


—)p 
da razão da circuitação de 4 sôbre o contôrno de área, e do valor da área quando S 
tende a zero. 
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EXERCÍCIOS 


1. Mostre que o campo magnético no centro de um quadrado de lado I constituído 
por um fio que conduz uma corrente à (fig. 234) é: 


a v7to à 


md 


Solução 





Fia. 234 


A contribuição devida a um dos lados é 























—s, 
Eq Rib TA r Ho dz 
dB, = dr? PE A 73 dB, = dr —2 Sen 6 
Got qa DE Ria dire sec260 dg 
= ze g Ú = 9 cosec 
r=- A cosec 60 
É Br 
e . 4 
- dBi= - ' sen 6 do; B, = - e f sen 6 d = 
4r— E e 
é e 
3 
e 4 . 
Hot Hot o 
= Dm (cos 6) RE V92 
so 
4 
B = 4B, = 4V2-8. s 9v73 Bo 
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2. Um fio na forma de um semicírculo que jaz no plano do papel conduz uma corrente 


Cas 
1; existe um campo magnético B perpendicular a êste plano (fig. 235). Mostre 
que a fôrça no fio é a mesma que aquela que se exerce num fio retilíneo que 
conduz a mesma corrente e cujo comprimento é igual ao diâmetro da circunferência 
do semicírculo. 


Solução 
A fôrça num elemento do semicírculo é 
—, “o -— 
dF = i(dl A B) 
em) 
dF aponta na direção do raio 
Ss > - 
dF = — «dl B sen 6) - (dl B cos 8) 


A componente z se cancela porque existem sempre dois elementos simétricos em 
relação a y que dão componentes x em direções opostas. Resta, polis, apenas a 
componente Yy 


+ +r/2 | EE 
RR «vidi B cos0 -f irldoB cos6 = -1Br seng | =-21Br 
-7/2 —|2 -/2 


No fio retilíneo a fôrça é também na direção y de cima para baixo e de valor 


— — — 
F=-21rAnAB=-21Br 
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3. O átomo de H pode ser pensado como um próton fixo e um elétron que gira em tôrno 
dêle numa órbita circular de raio 


ro = 0,53 X 10710m 


com velocidade de 10.000km/s (fig. 236). A que corrente corresponde esta carga 


girante? Qual é o campo magnético que cria na posição onde o próton se 
encontra? 
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Solução: 
1 = Ga = f.q ondeq é a carga do elétron e f sua frequência de rotação. 
q=1,6 X 1071ºC 
v 10º 1017 
o aa, faso mon DO a o lê q a o jE 1016 
| oo — 2x0 pose lodo aaos dA DPS toe 
".1=1,6X 101º x3x 1016 =ã48x1I0OSA 
dl 
Pela lei de Biot-Savart 
o Ho? = 4r X 10" x 4,8 X 1073 
Po 2 X 0,53 X 10-10 
B=57 au 
m 
FIG. 236 


4. É dada uma espira circular de raio a, percorrida por uma corrente i. Calcule o 


=>» . 
campo de indução magnética B produzido: a) no centro O da espira e b) num ponto 
P situado à distância h do centro, medida na perpendicular ao plano. 


Solução: 


b) Campo em P (fig. 237); 








> - 

B - p= Mot f ddr 

B- fab-te r2 a 
L L 


<— . > 0 s 
dB é perpendicular ao plano de di e 7. 
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> — 
Um outro dl, diametralmente oposto ao escolhido, cria um dB simétrico, conforme 
se vê abaixo (fig. 238) 





Tic. 238 


Sa 
A soma vetorial dêsses dB dá uma resultante perpendicular ao plano da espira, ou 
seja, de módulo 2 d B cos 6. 


A integral dá 
B 








Lola . 2ra 
Bee 


4mr2r 


mota? 
2mr3 





mas 
3 
2 


2 =a2+h2[r3 = (024 h2) 


uoia? 
B = e 


3 
2 


2(a2 + h2) 


a) Campo no ponto O (centro da espira,). 


Faz-se h = O na expressão acima. Vem 


ô. Refaça o problema anterior para uma espira quadrada de lado a. 


6. É dado um solenóide toroidal de secção quadrada de lado a e raio r, formado por 
um fio de cobre enrolado com N voltas. Calcule o campo magnético produzido 
num ponto interno do solenóide ao ser percorrido pela corrente %. Calcule o fluxo 
magnético no solenóide (fig. 259). 
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Solução: 





Fira. 239 


Calculemos o campo no ponto P(z, y) que fica à distância R do eixo do solenóide. 


(O solenóide toroidal de secção quadrada é a figura geométrica obtida pela rotação 
de um quadrado em redor de um eixo contido no plano do quadrado.) 


R=r+t+2 


Aplicando a lei circuital de Ampêre 


— > 
f B.d =— Lodi 


Ou e 
2x RB = uy Ni 
o tuo NL 
e 27 R 
R=r+L 
— Ho N1 
“2r(r+g) 


Cálculo do fluxo magnético 


>. 
-/ B.ds 
s 
o uo Niadz 
a ed E EN CERE 


27 a 
ERR A te [ dx 





27 r+Hgr 
0 
ária 
ps e dao dn (r + 2) ge “mn (=) 
27 27 r 





XH 


O MOVIMENTO DE CARGAS ELÉTRICAS 
EM CAMPOS MAGNÉTICOS 





Consideremos um elétron de massa m e carga e = — q, movendo-se 
—> 
no plano do papel na direção de v que no seu movimento penetra numa 


região onde existe um campo magnético B (perpendicular ao plano do 
papel) (*) (fig. 240). 





x x x x x x Xá x X x x x 
Fra. 240 
A A is e gEr4 º . . 
Atua sôbre o elétron uma fôrça F = —- qvA B na direção indicada 


na figura, que se situa no plano do papel; o elétron passa a descrever 
uma trajetória sob a ação desta fôrça centrípeta tal que podemos escrever 
(escalarmente) 
mu? 
r 





quB = 


(*) A convenção usada é a seguinte: 
—» 
(.) — campo B saindo do papel 


(x) — campo B entrando no papel 
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ou asa 

qB 
Se B é uniforme, o movimento será circular (fig. 241) (sem e v forem 
constantes). 








Fia. 241 


Na figura acima, tirada numa câmara de bôlhas, as trajetórias dos elétrons 
só não são circulares porque os elétrons perdem velocidade ao se moverem 
de modo que o seu raio de curvatura diminui no fim da trajetória. 


A velocidade angular do movimento é 


v q B 
=— E ——— 
r m 
e a frequência de revolução 
w q B 
Do af RE 
2m Zam 


Êste último resultado é muito interessante pois mostra que a freqiiência 
de revolução do elétron não depende de sua velocidade. Esta fregiência 
tem o nome de fregúência de ciciotron da partícula. 


1. O ciclotron 


É um aparelho que acelera partículas a altas velocidades usando 
o fato de que a frequência de revolução de partículas carregadas num 
campo magnético constante é independente de sua velocidade ou do 
raio da trajetória. Foi inventado em 1932 por E. Lawrence na Universidade 
da Califórnia. A possibilidade de acelerar partículas como prótons e 
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partículas alfa, que podem ser usadas como projéteis para produzir desin- 
tegrações nucleares, teve um papel muito importante no desenvolvimento 
da Física Nuclear. 





Vig. 242 


O ciclotron funciona da seguinte maneira (fig. 242): dois tanques ocos 
têm a forma de um D, como se fôssem as duas metades de uma lata de 
goiabada vazia cortada ao meio: (os “D?” estão no interior de uma câmara 
de vácuo); entre elas é estabelecida uma diferença de potencial da ordem 
de 100.000 volts; esta diferença de potencial é alternante, de modo que 
ora o D da direita é positivo em relação ao da esquerda, ora o contrário 
é verdadeiro (isto é feito com um alternador); o sistema é ajustado de 
forma tal que prótons (ou outros íons carregados positivamente) são 
produzidos numa fonte de íons (ponto S da fig. 243) situada entre as placas; 

o 


os “D” estão numa região onde existe um campo magnético homogêneo B 
(perpendicular à fôlha de papel na figura acima. Os íons realizam então 
um movimento circular, no interior dos “D” (onde o campo elétrico é 
zero); ao atravessar o espaço entre êles os íons adquirem 100.000 volts, 
de modo que o raio do círculo que descrevem aumenta em cada meia 
volta; a frequência é porém constante, de modo que o oscilador (de 











frequência constante) é sintoniza- IONS ACELERADOS 
do com a frequência de resolução. 
Esta frequência é EEE EE» 
a CA 









f = 











Z2am 












Hm 
|| 
| 
| 


| 















A energia das partículas de- 


pende do raio k em que se en- 
contram, pois PE 









ALTERNADOR 






e sua energia cinética será, 


1 : q2 B2 rº 
ER es E 2m 
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Com um campo de 1,6 weber/m* e com o raio de 53,38m é possível acelerar 
prótons a 17 milhões de elétron-volts. A fregiiência do oscilador neste 
caso é de 12 X 10º ciclos/s. 

Os maiores ciclotrons construídos produzem prótons de centenas 
de milhões de volts. 

Um problema que ocorre com os ciclotrons maiores é que a massa 
varia com a velocidade das partículas de acôrdo com a fórmula relativística 


nu 
Vi-v2/c2 


de modo que a frequência f tem que variar com N1-v?/c2 para que as 
partículas atravessem a separação dos “D” no instante correto, isto é, 
que continue a existir sincronismo entre a frequência de resolução e a 
tensão entre as placas. 


Aparelhos em que isto é feito chamam-se de sincrociclotrons. 


Dados do sincrociclotron de prótons do CERN (Centro Europeu para 


Pesquisas Nucleares — Suíça): 
Diâmetro de órbita............... 185 metros 
Campo magnético máximo........ 1,4 weber/m? 
Energia máxima dos prótons...... 28 bilhões de elétron-volts 
Ganho de energia por volta....... 54.000 volts 


Distância percorrida pelos prótons. 10.000 quilômetros. 


2. Determinação de ejm para elétrons 
(Experiência de Thomson) 


A experiência utiliza deflexões combinadas de um campo elétrico e 
magnético sôbre um elétron para obter o valor de e/m (fig. 244). 





Bomba de Vácuo 


Fira. 244 


Elétrons emitidos por um filamento aquecido F (do tipo usado em 
tubos de televisão) são inicialmente acelerados por uma diferença de poten- 
cial V, ao longo da direção AB (êste campo elétrico é auxiliar e comunica 
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aos elétrons uma velocidade v com a qual entra numa região onde existe 


pr 
um campo eletrostático E de direção perpendicular à direção em que os 
elétrons se movem; êste campo é criado por duas placas que constituem um 
condensador de faces planas e paralelas. Na mesma região do espaço, 
na direção perpendicular ao plano da figura, atua um campo magnético 
E 


B criado por um solenóide externo (no interior do aparelho todo existe 
alto vácuo, para que o ar não interfira no movimento dos elétrons). 


A fôrça que atua no elétron é, pois 
— > > 
F = eEt+evaB 
—» => 
É tende a deslocar os elétrons para cima e B para baixo. 


—s, 
O movimento do elétron sob a ação de E é acelerado de cima para 
baixo com aceleração dada por 


e 
qa = — 


E 
m 


A distância da qual o elétron é defletido enquanto atravessa o con- 
densador é (fig. 245) 





M N 
TE) 
Fira. 245 


1 Ea = : 
y = o at? onde i = + Pois os elétrons têm velocidade v ao entrarem 


no condensador. Então 


o a 
“Tomy 
e 2yv 
mo EI 


E o . e 
Se medirmos y sob a ação do campo É, determinaremos o Caso a velo- 
cidade v do elétron fôr conhecida. 


Para evitar esta medida o campo B é utilizado para trazer o feixe 
de elétrons ao ponto original, isto é, fazendo com que 


F =0 
ou seja 
eb = ev B 
donde 
E 


v= — 


B 
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Substituindo na fórmula obtida acima para ejm, obtém-se 
e 2y E 


m Bº' e2 





O valor mais recente de e/m é 1,75890 X 10!! coulombs/kg 


| EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Oscilógrafo. | 


3. O efeito Hall 


Descrevemos até aqui a corrente elétrica como sendo devida a um 
movimento de elétrons no interior dos metais; uma verificação expe- 
rimental direta de que são realmente partículas carregadas negativamente 
as responsáveis pela corrente elétrica nos metais foi feita por E. H. Hall 
em 1879. 


Consideremos um condutor de seção retangular pelo qual passa uma 
corrente 1, devida a elétrons de velocidade de arrastamento v,. Colo- 
quemos êste condutor num campo magnético uniforme B (fig. 246). 






AN 


NI 


el 


Fira. 246 


—» — 
Como B é perpendicular a v, surge uma fôrça 
— > -—, 
EF =2taB 
que tem a direção normal à corrente. 


As cargas em movimento, sob a ação desta fôrça, tenderão a se movi- 
mentar para baixo, como se houvesse uma diferença de potencial V,, 
entre dois pontos como P, e P». Este efeito se chama efeito Hall. 


O sinal desta diferença de potencial determina o sinal das partículas 
responsáveis pela corrente. 
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Quantitativamente, podemos dizer que a diferença de potencial 
aumenta até dar origem a um campo 

j Vrp Pp, 

Ro sd o 


—s+ 
que equilibra a fôrça e vy A B que atua nas cargas 
— > o 
€ Ey + eva A B = 0 


Eg = va B 
Como 
- 7 é à densidade de corrente 
= JJ 
vg = — e 
n é o número de elétrons por em? 
B ; ê 
Obtém-se n = Ri a medida de E, pode ser usada para determinar n. 
“H 


A diferença de potencial devido ao efeito Hall que aparece num 
condutor de dimensões pequenas com campos e correntes usuais é da 
ordem de microvolts. 


DETERMINAÇÃO DE N PELO EFEITO HALL 


n (1022 e/em3) | n (1022 e/cm3) 
(medido) (calculado) 


METAL 


Li 3,7 4,8 
Na 2,5 2,6 
K 1,5 1,3 
Cs 0,80 0,85 
Cu 11 8,4 
Ag 1,4 6,0 
Au 8,17 5,9 





EXERCÍCIOS 


1. Um feixe de elétrons acelerado por uma diferença de potencial de 100 volts penetra 
num solenóide de 100 voltas na direção do eixo do seu eixo (fig. 247); na entrada do 
solenóide os elétrons estão distribuídos num cone de pequena abertura. Que cor- 
rente deve passar pelo solenóide para refocalizar os elétrons numa distância de 


TO Bo 


——— |0Ocm — ss 
Fra. 247 


y 





= Eiji 
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= 
Se um elétron penetra no solenóide tom velocidade u (formando um ângulo « 
— 
com o eixo), êle descreverá uma hélice sob a ação do campo magnético B. Com 
efeito, a componente da velocidade normal ao eixo é uy = usen a; esta compo- 
nente faz com que os elétrons girem num círculo de raio 


muy ' 27 My e B 
eB' Yh r m 





Pp — 


o tempo para uma volta completa é 


T" = 2am 





e B 





Fira. 248 


Enquanto os elétrons descrevem um círculo completo, a componente paralela 


ao eixo uz = u cosa (que não sente a ação de B) faz com que percorram uma 
distância | (fig. 248); 


m 
| = T = ucosa?Zmr — 
Mr Mu e B 
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Portanto 


Z2am da 
Rd, a 
e B e 


Se « é pequeno, cosa = 1 


Como a velocidade u é à velocidade de elétrons acelerados por um potencial V 


1 
mta [ELVD 
m 


; = 2 Ea 
= 


B = uni 


= 27 (E) + 
€ 


“o ni 


Finalmente 


Para um solenóide 


ou 





(E 1/0 
HO ET 


Substituindo os valôres das diversas grandezas, obtém-se 


= 17 ampêres 


2. Uma corrente de 0,1A passa no fio retangular da figura 249 no sentido indicado. 
A parte inferior do retângulo passa por uma região onde existe um campo magnético 
> 


B; existem 9 voltas de fio no retângulo. Nestas condições a balança equilibra-se. 
Invertendo em seguida a direção da corrente verifica-se que é necessário adicionar 
8,78g no prato esquerdo para reequilibrá-la (a = 10cm e b = 70cm). 


Qual é o valor do campo magnético? 


Solução: 
A resultante da fôrça magnética sôbre o fio é vertical e sôbre o trecho de 
comprimento a mergulhado no campo 


Ss — 
F=9:a A Bonde a é um vetor com módulo a e no sentido da corrente. 


Na 1.º situação a fôrça é voltada para cima, e se denominarmos p e P os pesos 
nos pratos, da esquerda e da direita, respectivamente, teremos 


p= P-F 
Na 2.º situação temos 


p+mg=P+ Fone ma= BE 
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Dome, 
IÁ b 

| 
[7 3 De ndo" a rt ao IT al 
| * x 4 x xpx x) x|)x x x 
[x x x x ec x] x x x | 
[o x x mx ju xlx x) xyx x 4 
pXmx x x x nix» x x w | 
Lx xx x mx x xxx x xI 
bo e tos o a asi De ns aÃ 
Fira. 249 


Subtraindo a 1.º da 2.º temos: 2F = mg, mas 


F=91aB 


mg 
18 1a 





9iaB=0.:.B Es 


Substituindo os valôres numéricos encontramos 


presta No 
nm 
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3. Na fig. 250 tem-se um cilindro de madeira 
de massa m = 0,25kg, raio R e comprimento 
| = 0,Im, em tôrno do qual, no sentido longitu- 
dinal, foram enroladas 10 voltas de fio, de modo 
que o plano do fio passa pelo eixo do cilindro. 
Qual é a corrente necessária neste fio para im- 
pedir que êle role pelo plano inclinado abaixo ? 
O ângulo do plano inclinado é60 e B = 0,5 
weber/cm?2. 

Admitimos a fôrça de atrito suficiente para 
evitar escorregamento. 


Solução: Fra. 250 
f = mgsen6 





O momento motor (fig. 251) será 
Mmotor =f.R = mg R sen 


O momento resistente (fig. 252) oferecido pela fôrça magnética será Mres = 2FR 
sen 6, onde 


— > 0 > 

F=1IO:1AB.:.F=10:1B 
«*. Mres = 2011 R Bsen6 

Em equilíbrio Mres = Mmotor 

ou 20:11 R Bsenô = mg Rseng 

mg 

” 201B 

Adotando g = 10m/s2, obtemos 1 =2,5A 


> mg sene 


EN 


Fia. 251 Fia. 252 








4. Uma corrente marítima tem velocidade de Im/s numa região onde a componente 
vertical do campo magnético terrestre é 0,35 gauss. A condutividade da água do 
mar nessa região é 0,004 (ohm.cem)-1l. Na hipótese de que não há outra componente 


> >> 
horizontal de E, a não ser o têrmo mocional v A B, determine a densidade de corrente 
elétrica horizontal em ampêres por metro quadrado. 


O campo elétrico mocional em um condutor é dado por 


> 050 5 
E =vaAaB 
E =vB, 
Como 
y=0cE 


= cvB = 0,004 XxX 102 xXx 1X 0,35 X10-t=ãl1,4x10-8 - 


ao 
| 


XHI 


INDUÇÃO ELETROMAGNÉTICA 





1. Experiências de Faraday 


Após a descoberta de Oersted, de que uma corrente elétrica cria 
um campo magnético, decorreram dez anos até 1831 quando Faraday 
descobriu um nôvo fenômeno que se denominou indução eletromagnética. 
Trata-se de um efeito que dá origem a correntes elétricas em circuitos 
elétricos mas que não dá origem diretamente a fôrças sôbre os circuitos; 
é claro que se correntes forem criadas em dois circuitos haverá uma fôrça 
entre elas devido à lei de Ampére (êste é um efeito que acompanha a 
indução eletromagnética). 

As experiências de Faraday são essencialmente três e se referem a 
diferentes métodos pelos quais um circuito no qual existe uma corrente 
estacionária (corrente primária) pode criar uma corrente elétrica (corrente 
secundária) em um circuito elétrico vizinho. 

Vamos transcrever aqui a descrição que Maxwell(*) faz das expe- 
riências de Faraday. 


Fio. 253 


(8) J. C. MAxwELL — A Treatise on Electricity and Magnetism, vol. IL — Dover Publications, 
Inc. Nova York, p. 178 — (Publicado originalmente em 1873). 
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ExPERIÊNCIA 1: Indução por variação da corrente primária (fig. 253). — 
O circuito primário tem uma pilha e uma chave pela qual a corrente primária 
pode ser produzida, mantida, interrompida e invertida. O circuito secundário possui 
um galvanômetro para indicar quaisquer correntes que sejam formadas nêle. 

Pode-se verificar que no instante em que uma corrente é estabelecida no circuito 
primário o galvanômetro do circuito secundário indica a passagem de uma corrente: 
esta é chamada de corrente induzida (fig. 254). Se a corrente primária é mantida cons- 
tante, a corrente induzida desaparece; se em seguida a corrente é interrompida, uma 
nova corrente surge no secundário de direção oposta à primeira. 

Conclui-se desta experiência que qualquer variação de corrente primária produz 
uma fôrça eletromotriz (que cria uma corrente) no circuito secundário. Se a corrente 
primária é constante não existe fôrça eletromotriz no circuito secundário. 


* PRIMÁRIO 






! SECUNDÁRIO 


1 
! 
! 
I 
! 
1 
! 
! 
l 
! 
] 
l 
! 
! 
! 
! 
I 
| 
| 





Tra. 254 


ExpERIÊNCIA 2: Indução por movimento do circuito primário. — Suponha- 
mos que exista uma corrente constante no primário; a corrente no secundário será 
zero. Se agora aproximamos o primário do secundário, surgirá uma corrente no secun- 
dário, durante esta aproximação. 


ExpreriIêNcIA 3: Indução por movimento do circuito secundário. — Se o 
circuito secundário é movido, surge uma corrente neste circuito. 

A análise dêstes fenômenos observados por Faraday sofreu um grande progresso 
quando Lenz em 1834 ohservou o seguinte: 


2380 Fisica geral e experimental 


Se uma corrente constante passa pelo circuito primário e se pelo movimento 
dêste circuito (ou pelo movimento do secundário) uma corrente é induzida no secundário, 
a direção da corrente induzida é tal, que a fôrça que surge entre os dois circuitos, tende a se 
opor ao movimento relativo dos circuitos. (Lei de Lenz.) 


PRIMÁRIO SECUNDARIO 
AFASTANDO-SE 


—— e FORÇA em 


ATRATIVA 
Fia. 255 


De acôrdo com esta lei, se os dois circuitos tiverem a forma acima (fig. 255) e se 
a corrente do primário fôr no sentido horário, a corrente induzida será no sentido anti- 
horário, se os circuitos se afastarem e no sentido horário se êles se aproximarem (fig. 256). 


PRIMÁRIO SECUNDÁRIO 
APROXIMANDO - SE 


-— FÔRÇA —— 


REPULSIVA 
Fra. 256 


2. 4 origem do fenômeno de indução 
eletromagnética 


Apesar de parecer um fenômeno desligado dos anteriores é fácil ver 
que a indução eletromagnética decorre da lei de Ampére numa de suas 
formas, mais precisamente da expressão que dá a fôrça que atua numa 

—— 


carga elétrica em movimento num campo magnético B. 
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my 

Com efeito, o circuito primário cria um campo magnético B cujas 

linhas de fôrça se espalham pelo espaço, no qual se encontra mergulhado 
o circuito secundário (fig. 257). 


Ea 
E a 


PRIMÁRIO Na 


SECUNDÁRIO 


À 


Fira. 257 


Para simplificar, vamos considerar uma barra metálica que se movi- 
-—) 
menta num campo B (fig. 258). 





Fia. 258 


Se fixarmos nossa atenção numa carga qualquer q do condutor, a 
fôrça que atua nêle é 
> >> 
f=quaB 
— 
A fôrça f tem a direção dos x crescentes se q é positivo e a direção oposta 
se q é negativo; êste último é o caso dos metais onde as cargas móveis 
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-—), 
são os elétrons. A fôrça f atuando nos elétrons acaba fazendo com que 
haja um excesso dêles no lado 4 da barra e um consequente excesso de 
cargas positivas na extremidade oposta (B). 


-— 
Cria-se então um campo elétrico E no interior da barra, tal que 


- A -— — 
cE=$f=evaB 
donde 
— — -> 
E = vaB 


Quando isto ocorre, o movimento das cargas cessa. Tudo se passa, pois, 
como se o movimento da barra desse origem a um campo elétrico no 
seu interior. 


Se em lugar de uma barra tivermos um circuito elétrico, podemos 
dizer que surge nêle uma fôrça eletromotriz (f.e.m.). 


1 >> 
e-o fidi 
> > - > 
e fB.a = fOnB.di 


Vamos calcular a f.e.m. para um circuito qualquer movendo-se num 


ou 


—> 
campo magnético B(x, y, 2), criado por um circuito primário no qual 


circula uma corrente constante; note que B(x, y, 2) não é função de t. 
Êiste campo magnético seria também função do tempo se a corrente no 


— — 
primário fôsse variável; neste caso teríamos B = B(x, y, £, t). Éste caso 
será discutido mais adiante. 

O método que seguiremos é baseado nas idéias de Faraday sôbre 
os campos magnéticos. Faraday, contrariamente a Ampére, não considera 
as ações elétricas entre dois elementos de corrente como devidas a uma 
fôrça que atua à distância. Segundo Faraday o espaço está cheio de 
linhas de fôrça que se originam no circuito no qual circulam correntes, 
e as ações mecânicas e elétricas de um circuito sôbre o outro são deter- 
minadas pelas linhas de fôrça concatenadas por êle. 


Com base no que dissemos é natural que introduzamos o conceito 


de fluxo do vetor B através de uma superfície S que se apóia sôbre 
um circuito (fig. 259). 


O fluxo de B é definido pela integral 


— > 
+= [B.as 
Ss 
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Di 





FIG. 259 


Consideremos agora um circuito primário fixo no qual circula uma cor- 
rente constante (fig. 260). Num dado instante t o fluxo através do 
secundário é 





Fira. 260 
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—- > 
4 (t) - [Ba 
o) 


Decorrido um tempo dt, o fluxo que atravessou o circuito é (*) 


ot+d) = [ B.ds 


S+AS é a superfície original aumentada pela fita AS. 
Então 
st+d) =60+ [ B.ds 
ds 


di eps dp de fB.a 
AS 


Mas na fita lateral 


— > o - > , É . R 
ds = (vdt A di), onde v é à velocidade com que o circuito se está 


(*) Vamos demonstrar que o fluxo sôbre uma superfície que se apóia numa curva C é o mesmo para 
qualquer superfície: para isso lembremos que o fluxo através de uma superfície fechada é sempre zero 


$ Ba =0 
s 


—) 
Como vimos no final do capítulo x1 (mostramos lá que div B = 0, donde decorre a igualdade acima); 


com efeito 
> > 5 
/ div B.do= f B.ds 
V Ss 


—>» > 
Como div B = 90, decorre que o fluxo de B através de uma superfície fechada é zero. 


Consideremos agora um circuito fechado c. Podemos formar uma superfície fechada S composta de 
duas superfícies Si; e S2 que se apóiam sôbre êle (fig. 261). 


ds; 





Fic. 261 
Então 
> > > > >. > 
$S B.a= [ B.ãs + B.ds = 0 
s Ng! S2 
e portanto 
> > >. 
e=[ Ba=-[B.as 
8S1 82 


> 
A direção da normal ds não é a mesma nas duas superfícies. 
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movendo (v pode ser diferente para diferentes partes do circuito, isto 
é, o circuito pode se estar deformando). 


> >. > > 
= [Bd = [Bio da di 
AS C 


Como a integral da direita se refere apenas a coordenadas espaciais 


o - / B.qnd) 


dt 
C 
Mas EO ef E ER 
a.(bac) =-(bAa).c 
e portanto 
do 
S=-[WnB.di 
C 


que é uma expressão analítica para a lei de Faraday englobando a lei 
de Lenz (por causa do sinal menos). 


Nesta expressão, como mencionamos acima, 
o — 
B = B (z, Y, 2) 


Nora: Vamos considerar agora dois circuitos fixos; se a corrente do circuito primário 
varia, surge uma corrente no circuito secundário como vimos acima. Vejamos qual o 
valor da f.e.m. induzida no secundário. Para resolver êste problema é conveniente defi- 
nir uma função que se denomina energia magnética. Consideremos que um circuito (secun- 

> 


dário) numa região do espaço onde existe um campo magnético B, que tem origem em 
um circuito primário; suponhamos que circule uma corrente 1 por êste circuito secun- 


> 
dário. Num elemento di dêle atua uma fôrça 


PES AB 





POSIÇÃO POSIÇÃO 


. 


ds = dl Adr Fra. 262 
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Se a corrente fôr mantida constante por uma fonte conveniente de corrente, o trabalho 


—, 
realizado por esta fôrça num deslocamento dr (fig. 262) é 


> > > > >> 
dW =f.dr=1i(dlAB).dr=-i(dl Adr).B 

—s 

r 


Mas Er 
dr A dr = ds 
portanto dos aa, 
dW = -:1B.ds =-idg 
e fá fé 
W = dW =-1 d& 
m an 


A integral é feita entre a posição inicial e a final do circuito. Escolhendo para 
posição inicial aquela em que W = 0 e & = O (circuito a uma distância infinita), tem-se 


W =-1i4 
Éste é o trabalho necessário para trazer um circuito do infinito até uma posição 
—s>, 
dada num campo B. 
Usa-se em geral a energia potencial definida como U =-W e portanto 


A . — > 
U=ig=1 j B.ds 
Ss 
Esta expressão é utilíssima pela seguinte razão 


>. o > Ss >> 
fB.i- [rifa SA 


onde usamos o teorema de Stokes; então 
É > 
U =1 Ê A.dl 
2 


A integral da linha é feita ao longo do 
circuito secundário (caracterizado pelo índice 2). 


Por outro lado 
: ot E 








Je onde a integral é feita ao longo do circuito 
/ primário Eos pelo índice 1). 

Então a energia de dois circuitos Cj e Cs 
nos quais circula correntes it, e 12 (fig. 263) é 


dl . dlo 
sds f RI ah 
47 r12 
1 2 

Esta dupla integral é puramente geomé- 
trica e depende da conformação dos dois cir- 
cuitos; escrevendo Eu 
a ip dh . dl 
YU, Mia (Pi, P2) = Miz = E f + 


Fira. 263 1 











r12 
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tem-se 
Uis = Mi2t%1s 


> > E À > 
“o + dl : dlo A Ho + dlo i dl 
47 r12 — 4r r12 


1 2 2 1 


Mis — Mar 


É evidente que 


isto é, que 


O coeficiente M,2 é chamado de coeficiente de indução mútua dos dois circuitos; 
a sua unidade é o henry. 

M;,2 é uma medida da eficácia com que a corrente num circuito primário influi 
num circuito secundário ou, em outras palavras: M1,2 é uma medida da quantidade de 
linhas de fôrça que concatenam os dois circuitos. 


Outra maneira de escrever Ui92 (energia do circuito 2 no campo magnético criado 
pelo circuito 1) é 
Ui = W» 412 = Mia iris 
pois 
pio = Mizt 
Note que o coeficiente de mútua indução é o cocficiente que aparece na frente 
da corrente na expressão do fluxo. (M12 só depende das coordenadas dos diferentes 
pontos dos circuitos que supomos fixos.) 


Se a corrente 1 varia com o tempo 


9412 ót1 
EO nfs 
at 2d 
e a variação de energia se escreve 
OU 12 . Obiz 


at al 


Como os circuitos não se movem, a variação da energia mecânica deve aparecer 
sob a forma de energia elétrica, isto é 
9U 12 
ob 


deve ser igual à razão (com o sinal trocado) com que a energia elétrica é despendida no 
cirçuito secundário 
9U 12 


Eds 
at raça 


Somente desta forma é que a energia total (mecânica mais elétrica) se conservará. 





Portanto 
. . d412 9% 
ig = 129 ——— = — Mi: 
FR E Õ e 2 q 
3 1 E A E = Ip(t) 
A f.e.m. que surge no circuito secundário é, pois, e = -— PR 
Havíamos demonstrado que no caso de variação das coordenadas espaciais 


dy (x,y, 2) 
dt 
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Em geral, portanto 


— dogma 
id dt 





que é a lei de indução eletromagnética, na sua forma mais geral. 
3. Forma diferencial da lei de indução 


E.d. B.ds 
-fEad--S[B.a 
C S 


S é uma superfície qualquer que se apóia no circuito (fig. 259). Aplicando 
o teorema de Stokes 


— > > Ss d > 5 
fed [rara =-< B Fds 
Ss Ss 


Temos 





4. Exemplo de cálculo de coeficientes 
de indução mútua 


4.1. Duas espiras coplanares (fig. 264). Consideremos duas espiras 
coplanares com raios R; e Ro, tais que KR, > Ro. 


B, 


a ts e DE Ê 


a 


Fira. 264 


O campo do circuito de raio maior R, na posição do circuito de 
raio Ro é aproximadamente constante e igual a 
moti 


2 Ri: 





B, = 
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O fluxo através do circuito de raio R» é 





m 
= apa =000 
pras sho 2R: 
Portanto 
2a: : 
co dérz  MoBRadn dir 
o o 2R,9t '2 a 


c o coeficiente de indução mútua é 
2 
Mor R., 


Mis = DR henrys 


4.2. Espiras no interior de um solenóide (fig. 265). O campo 
no interior do solenóide é 


(n é o número de espiras do solenóide 
por unidade de comprimento) 


B = uont 





Se a área da espira é 4, o fluxo através da espira é BA. Se ela tiver m 
voltas, o fluxo total é m vêzes maior. 


+ = uoniAm 


O coeficiente de 1 é o coeficiente de mútua indução 
M = uo nmAÃ 


d. Coeficientes de auto-indução 


Até agora consideramos os efeitos que a variação de corrente num 
circuito tem num circuito vizinho; êstes circuitos podem ser, por exemplo, 
dois aros de raio igual (fig. 266). Se o circuito secundário se aproximar 
mais e mais do circuito primário haverá uma situação em que êles são 
indistinguíveis (fig. 267); podemos pensar então que o próprio circuito 
primário é a sede onde é induzida uma f.e.m. 


dpi dir 
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onde 411 é o fluxo do campo criado pela corrente que passa no circuito 
1 e que é concatenada pelo próprio circuito. 

Da mesma forma que antes, definimos como coeficiente de auto- 
indução, Li1, o coeficiente da corrente na expressão do fluxo 


dg = Li mn 


INDUÇÃO MUTUA 






SECUNDÁRIO 





CORR A 
PRIMÁRIO SECUNDÁRIO 
CORRENTE INDUTORA PRIMÁRIO 
Fia. 266 Fic. 267 


6. Exemplos de cálculo do coeficiente 
de auto-indução 


6.1. Solenóide infinito. O campo no interior do solenóide é 
B = Mo n 1 
onde n é o número de voltas por unidade de comprimento. 
O fluxo de B através da área 4 da secção reta do solenóide é 
4 =BA = uoniAÃ 
Se consideramos um comprimento | de solenóide (que possui nl espiras), 
o fluxo através destas espiras é 
É = Ho n2lAs 


Portanto 
L = unia 
la = V (volume da fração do solenóide considerado) 
L = un! V 
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A indutância por unidade de volume é, pois 
L 





EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Estudo do campo magnético 
de uma bobina, 





6.2. Condutores coaxiais. Consideremos um cilindro ôco de 
raio interno b no centro do qual existe um outro condutor cilíndrico maciço 
de raio a; suponhamos que a mesma corrente circula nos dois condutores, 


em direções opostas (fig. 268). 


Fig. 268 


Um corte transversal dêste sistema é o que se vê na fig. 269. 
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Este sistema tem propriedades interessantes: em primeiro lugar o 
campo magnético no exterior do cilindro maior é zero; com efeito: 
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aplicando a lei circuital de Ampére a um caminho que envolve todo o 
sistema de condutores, tem-se 


> - ) 
f B.dl = uo (corrente total interna) = O 
—> 


O campo B só existe pois na região entre os dois cilindros; as linhas 
de fôrça são círculos que envolvem o fio central; tomemos um compri- 
mento de altura h, dos dois cilindros (fig. 270). 





Jc. 270 


O campo B, de acôrdo com a lei de Biot-Savart, vale 


o Wo? 
E 277 





O fluxo através da área abcd é então 
a e b 
o = [Bio / Bhdr= Sin [O 
Im 7 


Por unidade de comprimento tem-se então o coeficiente de auto-indução 





dr b 

2h 27 r 27 q 
Note que se a = O a indutância se torna infinita. A origem desta 
dificuldade é clara: como o campo em tôrno do fio central varia com 


1 ; | 

+ ea área sôbre a qual o fluxo deve ser integrada varia com dr, o fluxo 
E dr E ais a : 

varia com — que diverge (se torna infinito) quando 7 > 0. E preciso 


que o fio central seja finito para que esta dificuldade desapareça. Este 
é sempre o caso real: o que acontece é que num fio finito pode-se pensar 
em partes do fio que atuam umas sôbre as outras, fazendo com que dife- 
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rentes f.e.m. apareçam nestas partes; em outras palavras, a passagem 
de corrente por um fio provoca uma redistribuição de correntes nêle; 
quanto mais rápidas as variações com o tempo das correntes, maiores 
as f.e.m. induzidas; uma conseqgiiência disto é que as correntes induzidas 
num condutor submetido a altas frequências se distribuem mais na super- 
fície do condutor do que no seu interior, devido à repulsão que existe 
entre elas (estas correntes se chamam correntes de Eddy). 


1. O betatron 


Êste é um acelerador nuclear capaz de produzir elétrons de alta 
energia. O princípio de funcionamento do aparelho é o de criar um campo 
magnético variável com o tempo, numa certa região do espaço (fig. 271). 





—— . — 


Fira. 271 


Em tôrno de qualquer linha circular de raio R surge uma f.e.m. 


= pn 7 — ai do (t) 
€ o f —4 «dl == dt 


ou seja, um campo elétrico 
l d 
El= 5 T 
2mr dt 
Quer esta linha seja um fio metálico ou não, a f.e.m. existe e, se atuar 
sôbre elétrons, comunicará a êles uma fôrça F = e E; pela lei funda- 
mental da Dinâmica 


dP so 
RT p=mv 
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A velocidade v pode ser obtida da fórmula que dá a fôrça sôbre um elétron 
que se move num campo magnético 





mu? 
evB = R 
eRB 
v =>" 
m 
donde 
p=mv =eRB 


O campo magnético B é uma função do tempo e pode ter uma depen- 
dência radial B = B(r, t). Portanto 





dy dB 
E O Eee 
ou seja 
1 do q dB 
27R dt dt 


e finalmente 
p(t) = 27 R2 B(r,t) 


Para que R seja constante, isto é, para que os elétrons ao serem 
acelerados continuem a girar numa mesma órbita (órbita de equilíbrio, 
ro, é preciso que o fluxo através desta órbita seja 27 R2 B(t), isto é, o dô- 
bro do fluxo que se teria se B fôsse uniforme (caso em q =7 Rº Bo). A 
única maneira prática de conseguir isto é usar um campo não uniforme, 
grande no centro do ímã e que cai radialmente (fig. 272). Neste particular 
o betatron é muito diferente do ciclotron, que tem um campo magnético 


E 


LILILUIO 


EE 


Fira. 272 


ÓRBITA 
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A existência de uma órbita de equilíbrio é essencial porque senão o 
elétron ganha apenas algumas centenas de volts por volta, sendo neces- 
sárias muitas voltas para acelerá-lo apreciivelmente. Com efeito, se 
usarmos um campo senoidal do tipo representado na fig. 273 


B (rot) = Bo sen wt 


há d& e ana dB (t) 
€ = dt = 27 R dt 
e=- 27 R2w Bo cos wt 


No betatron da Universidade de 
São Paulo (fig. 274) 


R = 0,20 m; 27 R2 = 0,25 m? 
Bo = 0,4 weber/m? 
f = 180 ciclos por segundo 


portanto 


e > 100 cos wt volts 


Fic. 274 — O betraton de 22 milhões de volts da Universidade de São Paulo 





aceleração 
se 
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isto é, a f.e.m. numa volta completa é da ordem de 100 volts; à medida 
que t passa, cos wt diminui e É se torna menor; em média os elétrons ganham 
aproximadamente 50 volts por volta; se derem 400.000 voltas sua energia 
final será de aproximadamente 20 milhões de elétron-volts (fig. 275). 


l. 


tó 


INJETOR POLOS 





CAMARA DE ORBITA BOBINAS DE 
ACELERAÇÃO EXCITAÇÃO 


Fira. 275 


EXERCÍCIOS 


Os trilhos de uma estrada de ferro estão a Im de distância e elêtricamente isolados 
um do outro. Suponha que um trem passa pelos trilhos a 100km por hora esta- 
belecendo assim uma ligação elétrica entre êles. Se o campo magnético tem um 
componente vertical de 0,15 gauss, qual é a diferença de potencial que surge 
entre os trilhos? 


Solução: 


d 
Em valor absoluto: e = +“ 
Se denominarmos | a distância entre trilhos (| = 1 m) e x o espaço percorrido 
pelo trem, temos: & = Blz; portanto 
dg dx 


Pesa Cla 


ou 
€ Blb 


e = 015 X 104 X 1X 105.º.€e = 1,5 volt 


Uma barra metálica de Im de comprimento cai a partir do repouso sob a ação da 
gravidade mantendo-se sempre horizontal e apontando na direção leste-veste. Qual 
é a diferença de potencial entre as extremidades depois que ela caiu 10m? A com- 
ponente horizontal do campo magnético terrestre é 0,17 X 10-* weber/m?. 


Solução: 


Como o movimento é vertical, a componente vertical do campo magnético 
terrestre não produz f.e.m. 


A fórmula para a f.e.m. produzida pela componente horizontal é 
e = vBl 
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A velocidade após a queda de 10m é dada por 
v = V2gh = 2xX9,8X 10 = 14m/s 
e = 14xX0,17x10-4xX1=2,38X 10-* volts 


Outra maneira de obter o mesmo resultado é a seguinte: o fluxo varrido 
pela barra no tempo At após ter atingido a velocidade de 14m/s é 


4 = BX 1X 14 At weber/m2 


e = Es = 0,17 x 10-4 X 14 = 2,38 X 10-* volts 





3. Um campo magnético uniforme existe numa região do espaço de raio R. Uma 
barra de metal de comprimento | é colocada neste campo na forma indicada na 
fig. 276. Se B varia com o tempo, mostre que a f.e.m. que surge entre as extre- 
midades da barra é 


. 4B Ralis) 
“Cd a 2 





Tic. 276 


Solução: 


Tomando a circuitação do campo elétrico em uma circunferência de raio 
r(r < R), concêntrica com a região considerada, podemos calcular o campo E nos 
pontos da barra 





dB dB r 
So io RD or Sã = e 
27rE ao T pet E o 
Na barra, portanto 
1 
B = dB 2 4 
a E = SR a SR Rae 
e dP ET f 3 cos 6 dx 
A = E 
Mas 
r cos6 = OP =d 
E dB d? E ei . dB Y 
x = dtgo e e sec20 do = q “x tea 


dx = d sec26 . dg - a 
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2 dB o dl - lr? [N2 
ad” =91 e, como d = R (5) + temos 


dB 1 | ; l ) 
E o DN (5 
4. Estabeleça uma fórmula aproximada para à indução mútua de dois anéis circulares 


de mesmo raio «a, dispostos como duas rodas no mesmo eixo com os centros a uma 
distância b (fig. 277). Assuma que ba. 


Q[9|= 





Fio. 2717 


—>, 
Campo B em P, produzido por Ti 

p = to! e 

9 (b2 + a2)3!2 


Sendo b >> a, podemos supor que êsse campo é constante em todos os pontos 


——p 
do círculo de raio a e centro P; logo, o fluxo de B nesse círculo vale 





as 2 — Bol mato 
p= B.ma 9 (b? + a2)3!2 
Mas 
e pag e O rag E o 
I 9 (b2 + q2)32 9 p(1+ 5 7) 
2 b2 
Hom a* 








o) CA IE 
2 b2 
Coranta 


Uma esfera de raio R é carregada com uma densidade 
superficial constante o e gira em tôrno de um eixo que 
passa pelo seu centro com velocidade angular w. Mos- 


vas À 
e 


] 2 
tre que o campo magnético no centro é 3 H09 R 
na direção do eixo de rotação (fig. 278). 
dq = cdS = Rdo 27 R sen 6 
Fio. 278 dg = 27 R2 sen0 do o 
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Como a velocidade angular é 


2 
Aliens 


w 


Um elemento de corrente se escreve, 


dq 


di — 
AL 


= R2 sen 6 dd o w 


O campo elementar dB no centro da esfera devida a essa corrente é 


uotr? uor? o 
05B = o» To Sd 0 do 
2R3 (12 + 22) 312 PERA 
e como r = R sen 90; 


Ho R2 sen? 0 


ENE 2R3 


- R2 sen 0 d0 w 





dB = mod - sen? 60 dg 








E 
B = meio. f sent ode = Gu a ai É 
0 


XIV 


AS EQUAÇÕES DE MAXWELL 


1. A corrente de deslocamento 


A lei de Faraday-Lenz nos diz que campos elétricos surgem quando 
o campo magnético varia com o tempo numa certa região do espaço. 
Sob forma diferencial esta lei se escreve 


B 
— Õ 

EEE e a 
TO at 


Por outro lado havíamos estabelecido também que 


rá 4 
rot B = uo J 


para correntes elétricas estacionárias. 


Concentremos agora nossa atenção em correntes que variam com o 
tempo. 


Suponhamos que se tenha uma distribuição de cargas 


o(x, y, 2, t) com — x () 


Esta pode ser, por exemplo, a carga de um capacitor que se descarrega 
através de uma resistência. De acôrdo com a equação da conservação 
da carga elétrica 


a Ô 
div y EE 
ol 


ou seja 


ng 
divy = O 


As equações de Maxwell 251 


Mas por outro lado o divergente de qualquer rotacional é zero c, 


—» — 
portanto, da equação rot B = voy decorre que 
—) 
divj = 0 


—s, - 
Esta contradição mostra que a equação rot B = uoj não pode ser 
correta para um sistema em que a densidade de carga está variando com 
o tempo. 
Por outro lado se 


—, 
rot E = - —— 


—, —s 
isto é, se E está ligado com a variação de B com o tempo, é razoável espe- 
rar, por reciprocidade, que o rot B contivesse uma expressão dependendo 

mm 


de E; em outras palavras, seria de se esperar que à variação do campo 
elétrico desse origem a um campo magnético do mesmo modo que a variação 
do campo magnético dá origem a um campo elétrico. 


O problema pode ser proposto em têrmos um pouco diferentes consi- 
derando a integral de linha do campo magnético, num caminho que con- 
catena o fio que transporta as cargas das placas de um capacitor que se 
descarrega numa resistência KR. 


De acôrdo com o teorema de Stokes (fig. 279) 


> > > so > > 
f Bd fr Bd = fja=ar 
L 


s 


À superfície S é atravessada 
pelo condutor em que uma cor- 
rente 1 está circulando. Sôbre — 


eme 
essa superfície o rot B tem um 
—, 


q 

JA 

valor finito, no caso uoj, e a cm 1 NY 
7 B 


integral à direita fica igual à uoT. 
Consideremos agora a superfície 
S" da fig. 280, que é também 
uma superfície apoiada em L e 
igualmente boa para ser usada na 
aplicação do teorema de Stokes. 
Através dessa superfície, contu- 

do, não flui nenhuma corrente! e 


— 
Mas o rot B não pode ser zero Fra. 279 
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.— a 





-— — 


Fira. 280 


sôbre tôda a superfície S'. Conseguentemente, em S' o rot B deve 
depender de alguma coisa diferente da densidade de corrente q. 


- > 

Podemos concluir necessàriamente que a equação rot B = vo) deve 

ser substituída por outra no caso geral, de uma distribuição de cargas 
variáveis. Vamos então escrever 


= > 
rot B=u93I + (2) 
e ver se podemos descobrir o que (?) deve ser. 
Uma outra linha de raciocínio sugere a resposta. Nos fenômenos 
de indução de Faraday um campo magnético variável é acompanhado 
de um campo elétrico: 


Esta é uma relação local ligando os campos elétricos e magnéticos no 


espaço vazio. As cargas não são envolvidas diretamente. Se deve existir 
> 0 —s 


uma simetria entre & e B, devemos esperar que um campo elétrico variável 
deva dar origem a um campo magnético. 


Êste deve ser um fenômeno de indução descrito por uma equação 
— —s 


semelhante à equação acima mas com os papéis de E e B invertidos. 
Tornar-se-á evidente mais adiante que precisaremos também trocar o 
sinal. Tentemos então 


= E 
ô 

ot B = cs 

ro E 


Isto permite completar a determinação do têrmo faltante (?). Para 
determiná-lo, escrevemos 
—s 
9E 


Rg E 
rot B = vo) + e Ho “o 
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e tomamos a divergência de ambos os lados 





div (rot B) = div pa + div (co Ko E) 


O lado esquerdo é necessãriamente zero, como já observamos. No segundo 
têrmo à direita podemos trocar a ordem da diferenciação em relação às 
coordenadas espaciais e ao tempo. Então 


—s> 
9E 


º Õ . ER "o dp 
div (co Ho 7) = o Ho (div E) = (et )uo “a 


p= CÊ E) 
do àg = 206 RE)! 
ok 0% 


O lado direito da equação fica 


= 
uoj) + bo “BE 
que deverá também ser zero. 


O nôvo têrmo resolve a dificuldade levantada na fig. 279. Como a 
carga sai do capacitor, o campo elétrico, que em qualquer instante tem 


—> 

a configuração da fig. 281, diminui em intensidade. Neste caso 9E/dt 
—, 
aponta em oposição a E. 


> —s 





” : 9E E 
A função vetorial e é re- e 
[1 + 
presentada pelas flechas pre- 1>+ 
tas na fig. 281. Com Ea 
a ã dd no 
rot 5B = HO ] + eo Ho E [> + 
dt [>+ 
a integral tem o mesmo valor nas 
que tem sôbre S. Em S” o 1>+ 
segundo têrmo é a única con- ” 
tribuição; em S o primeiro a 
EA 
têrmo uvoj é praticamente Fra. 281 
o único que contribui. s 
dE 





Observe que o campo vetorial - ax” Aparece para formar uma conti- 


nuação da corrente de condução. Maxwell chamou-a por isso de corrente 
de deslocamento, e o nome ficou apesar de não ser muito apropriado. Para 
sermos mais precisos, podemos definir uma “densidade de corrente de 

— -— 


deslocamento” j; para distingui-la da densidade de corrente de condução 75, 
escrevendo a equação rotacional da maneira seguinte 


— >> 
rot B = uo (1 +HJa) 
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e definindo 


= 
ja A BE Be E 


ol 


O nôvo têrmo é indispensável para fazer a relação entre a corrente 
e o campo magnético consistente com a equação da continuidade no 
caso em que a corrente de indução varia com o tempo. 


2. As equações de Maxwell 


Podemos agora reunir as equações fundamentais que estabelecemos 
no nosso estudo da eletricidade e do eletromagnetismo. 


—» 
No vácuo, isto é, na ausência de cargas e correntes (p = 0,7 = 0) 
estas equações são 





—» 
div E = 0 (1) 
diz Dºe0 RO 
= oB 
rot E = — “o (IIT) 
rot B = €quO a (IV) 





Estas quatro equações resumem tudo o que aprendemos até o momento 
pela análise de fenômenos e experiências de eletricidade e magnetismo. 


A equação (1) é essencialmente uma forma de escrever au lei de 
Coulomb. A equação (11) traduz o fato que as linhas de fôrça do campo 
magnético são sempre fechadas, que é no fundo a lei de Ampére. A equação 
(111) é uma maneira de escrever a lei de Faraday de indução eletromagnética 


e a equação (1v) traduz o fato de que existe uma corrente de deslocamento 
no vácuo. 


Tomando o rotacional da equação (trr) 
Re 
rot rot E = — -— rot B = - €o Ho RE 
Mas 


— é —» 
rot rot E = grad div E = v2E 
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Como 
S —+, 
div E = 0, por (D 
vem 
—» > 
rot rot E = - v2E 
ou seja 
—», 
92 E 


E 
V = €oMo “a 


—> 
Esta é a equação das ondas. Equação análoga se estabelece para B. 
Escrevendo 


1 
gMo Ro 
e substituindo e e mo pelos seus valóres, vê-se que 


C 





- oia 3X 103 m/ 
= []D—. = E = EEE e Er ; 
Veo Ho 8,85 xXx 10712 x 4 x 1077 Vill X 1071º 


que é a velocidade da luz. 


As ondas que obedecem às equações de Maxwell (ondas eletromagné- 
ticas) se movem, pois, com a velocidade da luz. Ao constatar isto Maxwell 
demonstrou a profunda unidade que existe entre a óptica e o eletromagne- 
tismo, dando origem assim à teoria eletromagnética da luz. 


É fácil ver por exemplo que as ondas eletromagnéticas são transversais, 
como é efetivamente o caso da luz. 
Consideremos uma onda plana infinita propagando-se na direção 


de 2; isto significa que E não pode depender de x e y mas apenas de 2, 
ou seja 

















E, = DEy =0 e DE, e dE, = (0 
dy dr É do Mo. 
Mas 
Rm 9É , JE E 
div E = = = Ê 
Fo Pe o dz 


Decorre então que 
E, 
oz 


mad 
É não tem componentes ao longo da direção de propagação, sendo portanto 
uma onda transversal. 
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O fato de as ondas eletromagnéticas se propagarem com a velocidade 
da luz tem uma importância fundamental em Física. Como sabemos do 
nosso estudo de relatividade, esta velocidade é uma constante universal 
independente do sistema de referência utilizado para observá-la (desde 
que êste sistema seja inercial). Por conseguinte, as equações de Maxwell 
devem ser invariantes por uma transformação de Lorentz de modo a 
conservar a velocidade constante. Ao passo que as equações de Newton 
devem ser modificadas para velocidades elevadas dos corpos em movimento 
(ou do observador), as equações de Maxwell trazem incorporadas em si 
a teoria da relatividade de Einstein. 


Mais notável ainda é o fato que as equações de Maxwell, estabeleci- 
das com base nas experiências simples de Coulomb, Faraday e Ampére, 
ainda assim se mostraram capazes de explicar fenômenos muito mais com- 
plexos como a propagação da luz e, posteriormente, todos os fenômenos 
luminosos. 


Êste é um exemplo extraordinário do método científico em Física: 
com base em experiências simples e modelos construídos para explicá- 
los, Maxwell conseguiu estabelecer certas equações que mostraram ter 
validade muito mais geral do que os fenômenos nos quais se basearam. 
fistes fenômenos (essencialmente elétricos) foram apenas o meio de des- 
cobrir as equações que são na realidade leis da natureza. 


A produção de ondas de rádio, televisão, microondas e os milhares 
de aparelhos e instrumentos que se baseiam nelas são a demonstração 
mais clara da validade das equações de Maxwell, validade essa que não 
foi ainda questionada em Física Moderna. 


EXERCÍCIOS 


1. Mostre que o campo eletromagnético abaixo satisfaz às equações de Maxwell 
E, = E, = 0 E, cos (y — ct) 
cBs = cs (y — ct); cB, = «B, = 0 


Solução: 


1.º Equação DE MAXWELL 








—) 
divE =... divE - dE + eo + O ii 
€o ox Oy oz 
2.3 EQUAÇÃO DE MAXWELL 
— — 
div B =0 Sadi sa do SO O 








dz Oy oz 
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3.º EQUAÇÃO DE MAXWELL 


Í e 0E, ? 0, => 





> — 
rot E = 3 “o 1 =-e.sen(y-ci rot E = 
B B 
—) 
ol ot 
B B 
dc > 0 
a o sen (y - ct)i; a = sen (y-ct) 


4.2 Equação DE MAXWELL 


a odcBx > dcBx =» 








— —, 
= sen (y-ct) k rot B = 


rot cB = — 
oz Oy 
1 9E 1 0E 
Es 9 ô 
t B = — EE 
e c2 di c2 ot 
E 
— 
“ = c sen(y-cl) k 


2. Um condensador de placas paralelas consiste em duas placas circulares de área 4. 
Se a carga das placas flutua periôdicamente de acôrdo com a equação 


q = q%&ã sen wl 


mostre que o campo magnético entre as placas devido à corrente de deslocamento. 
é dado por 


T"wGo 


2Z2AÁ 





B(r) = uo cos wtl 


onde r é a distância do eixo de simetria das placas 


WU 


Fia. 282 Fira. 283 


<—-sn—D 


e.g — — — 
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Solução: 
; : dor 
A corrente de deslocamento é dada por iq = €o a 
o q 
Desprezando-se os efeitos de borda, podemos escrever E = — = q 
€o €o 
Tomando-se um círculo de raio 7, paralelo às placas com centro no eixo de 
2 
E . gar 
simetria: dg = + Como 
A eo 
q = 70 senwt 
x r2 
PE = o sen wtf 
A €o 
É . Go mr p2 
td = — w cos wl 
A 


A circuitação na circunferência de raio r é 


i 7 
277. B(r) = vota". B(r) = E. 
“ml 
Substituindo 74, obtém-se 
rw 
bw) = LESÃO coswL. 


2 À 


XV 


CIRCUITOS COM CORRENTES VARIÁVEIS 
CoM O TEMPO 





1. Circuito contendo uma-indutância 
e uma resistência 


Consideremos um circuito contendo uma f.e.m. ey constante (dada 
por uma bateria) ligada a uma bobina de coeficiente de auto-indução L; 
existe uma chave no circuito que pode ligar ou desligar a bateria (fig. 
284). 





Fig. 284 


O próprio fio que constitui a bobina possui uma certa resistência 
bem como os fios de ligação. Vamos reunir tôda esta resistência em uma 
única de valor R; a indutância L está também distribuida em parte pelo 
circuito, mas esquemâticamente ela será tôda reunida num elemento só. 
Tem-se assim um esquema do circuito real (fig. 285). 


Se a chave fôr fechada, uma Fan I(t) passa no circuito, o que dá 


origem a uma f.e.m. induzida — Le (fôrça contra-eletromotriz)(*); o que 
restar da f.em. aplicada 
dI(t) 


de qo 
So dt 





(*) A razão dêste nome é à seguinte: à medida que a corrente aumenta, a indutância de L faz com que 
suria uma fórça eletromotriz que tende a se opor ao aumento da corrente; em qualquer instante a f.e.m. 


é, pois, «e menos L — « 
p 0 dt 
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deverá ser igual à queda de potencial atra- 
vés da resistência R 





dO 

ou 
L dart) Bus 
Ros + [10 2| 


Esta equação diferencial pode ser fâcil- 
mente resolvida. Iaçamos a transforma- 
Fra. 285 ção de variáveis 





X() = 0 - = 








Então 
daX(D dl 
E Eq O 
ou seja 
L dxX( a 
R dk + X(t) = 0 
donde 
dX R 
po a 
cuja solução é 
nd, 
XD) = Xçe L (X, é uma constante a ser determinada) 
Portanto 
R 
o Seg 
= — E L 
I(t) E + Xe 
Quando t = O (chave aberta), T = 0 
6 z =6 
1=0="+ AX Russ 
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Então 


En 


in 


(1 - eRILt) = To (1 — eRILt) 


Quando a chave é fechada, a corrente I(t) cresce exponencialmente 
até atingir o valor Ly = o (fig. 286). 


Define-se como cons- 
tante de tempo do circuito 
a relação 


+ 
R 


T = 


KO = Jo A - et) 





L L L L 

Decorrido um tempo t O R 2 A 3 “a 
grande comparado com 7, à E ge 
corrente atinge o seu valor Fra. 286 


limite Zo. A corrente cresce 
mais lentamente do que cresceria na ausência de L, mas acaba atin- 
gindo o valor que teria se L não existisse. 


Se agora retiramos a bateria 
(80 = 0) e estabelecemos um curto- 
circuito através dos pontos em que ela 
estava ligada, o circuito se torna o da 
fig. 287 e seu comportamento passa 
a ser governado pela equação 


dI 
O=L= + RI 





cuja solução é 





=1I o e tttolr 


Pa 
| 


1=1g (R/Utt-t) 


H = Fia. 287 





EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Carga e descarga de um condensador. 
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2. Circuito contendo uma resistência, indutância 
e capacitância (fig. 288). 


Como anteriormente, vamos representar esquemâticamente o circuito 
pela fig. 288: 





Suponhamos que inicialmente exista uma carga qo no condensador; 
quando a chave fôr fechada, esta carga começa a escoar através da indu- 
tância ec da resistência, dando origem a uma corrente 


da(t) 


Rs 


O sinal — é devido ao fato que a carga q inicial decresce. 


Num instante qualquer podemos dizer que as f.e.m. nos diferentes 
clementos do circuito são 





Condensador: Vc = IO 

Resistência: Vp = RO) IKD)=-R Era 
Ancia: dit) d2a(t) 

Indutância: V, =L io dr 


Para que a energia se conserve, é preciso que a soma de tôdas as 
diferenças de potencial ao longo de um circuito fechado seja zero, isto é, 
que a diferença de potencial em C seja igual à soma das diferenças de 
potencial que surgem em L e R devidas à passagem da corrente. Os senti- 
dos da f.e.m. que aparecem na indutância e na resistência são indicados 
pelas setas na fig. 288. 
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Vo=Vr+VL 
Voc ei Ver E VL = 0 

d2q(t) da(t) q(t) 
É E n EIA ! 


Outra maneira de escrever esta equação é usar a equação do condensador 


O) = CV() 


Então 
da AV (dead VE 


dl do Ca RIR 





Substituindo acima, tem-se 














Ea Cage, RE ro: Evo 
Dividindo por LC 

d2V(t) R av) ida 

dt? q Po rue SO 


Esta é uma equação diferencial de coeficientes constantes. Tentaremos 
vtima solução da forma 


V=A pm cos w É 


onde Á, «a e w são constantes. A primeira e a segunda derivadas dessa 
função são 





dV =» 
a = Ae [-a coswt — w senwf] 
d2V ode ; 
no e E (a2-w2) coswlt + — Za w sen wt] 


Substituindo acima, obtém-se 


R 
(22 —- w2) coswt + Za w sen wtl ee (a coswt + w sen wl) + 


1 
+ “LO coswt = O 


ou seja 


ár. dk l I 
(eo. “+5) cos wl + (2 au - 7 o) senw t = 0 
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Esta equação será satisfeita para qualquer t, se e apenas se os coeficientes 
de sen wt e cos wt forem ambos nulos. Deve-se ter então 


Zoy - He 0 
e 
R 1 
De 2 — = = 
a w a + Le 0 


A primeira dessas equações dá uma condição para « 





o R 
7 
A segunda equação requer que 
1 R 1 R2 
O, ms E Dara e É 
a no LC 4L? 


Para que a constante w seja um número real, w” não pode ser negativo. 
Portanto, obtemos uma solução da forma proposta apenas se R2/4L2 <1/LC. 


A função 4 e“! cos wt não é a única solução possível. Be“! sen wt 
é também uma solução possível. A solução geral é a soma delas 


Vo) = cc (A .coswt + B. sen wt) 
y As constantes arbitrárias 
A e B devem ser ajustadas 
para obedecer às condições inl- 
ciais. Para simplificar usaremos 
no que segue a solução com o 
y co-seno 


(a) 


” VtO) =AcEcoswt 


A variação da voltagem 
com o tempo é vista na fig. 
289-a. 


Em algum instante de tem- 
po anterior aos tempos repre- 
sentados na figura o circuito de- 
ve ter sido provido de energia 
de tal forma que passe a osci- 
lar. Por exemplo, o capacitor 
pode ter sido eletrizado com o 
circuito aberto e, então, ligado 
à bobina. 
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Na fig. 289-b a escala de tempo foi expandida e adicionada a curva 
tracejada que mostra a variação da corrente T. A corrente em função 
do tempo é dada por 


[= - o AV = Alw (sen er cos at) ee 
dt w 


O que se conclui daqui é que tanto V como T se comportam como 
grandezas oscilantes. A oscilação tem porém uma amplitude que decresce 
com o tempo (a oscilação é amortecida(*)). 

A oscilação envolve uma transferência de energia do capacitor para 
o indutor ou do campo elétrico para o campo magnético. No instante 
assinalado por 1 na fig. 289 tôda a energia está no campo elétrico. Um 
quarto de ciclo mais tarde, em 2, o condensador está descarregado e apro- 
ximadamente tôda essa energia está no campo magnético da bobina. 
Enquanto isto ocorre, a resistência R do circuito vai dissipando energia 
e a amplitude da oscilação vai caindo. 

Para completar, vejamos o que se passa num circuito no qual 


R > 2V LC. A equação tem então uma solução da forma V = Ae 
para dois valôres de 8, sendo a solução geral 


VOO) = A et 4 Bet 


Não há oscilações, apenas um decréscimo monotônico. No caso 


especial de amortecimento “crítico”, R = 2.N L/C, e 8/=8>, e à solução 
da equação diferencial é 







C = 0,0! microfarad 


V() =(4+B)cê 
L = [00 microhenrys 

Pode-se observar os diversos tipos de 
comportamento do circuito RLC na fig. 290, 
onde V(t) é representada para dois circuitos 


com amortecimento fraco (R>2N L/C) um com 


amortecimento crítico (R = 2. N L/C) e um com 
amortecimento forte. 


O capacitor e o indutor são os mesmos; 
apenas o resistor mudou. O início das osci- 
lações deu-se pela eletrização de um conden- 
sador a uma diferença de potencial Vo; a 
chave é então fechada em t =0. Isto é, 
V = Vo em t=0 é uma das condições iniciais. O 1 2345678910 
Também 1 = 0 para t=0, porque o indutor Fira. 290 





AMORTECIMENTO 
CRÍTICO 





(*) A relação a/w é uma medida do amortecimento. Se a/w é muito pequena, muitas oscilações 
ocorrem enquanto a amplitude decresce apenas um pouco. Para à fig. 289-b escolhemos um caso no qual 


alum 0,04. Então, o têrmo em co-seno na equação não influi muito, 1 = ACwc “! sen wt. A oscilação 
da corrente está aproximadamente um quarto de ciclo fora de fase com a oscilação da voltagem, 
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não permite que a corrente suba descontinuamente. Portanto, a outra 
condição inicial é 





EXPERIÊNCIA DE LABORATÓRIO: Fenômenos transitórios em circuitos RLC. 





3. Oscilações forçadas. Corrente alternada 


O circuito ressonante que acabamos de descrever não continha fontes 
de energia e estava, portanto, condenado a uma atividade transitória. 
Estamos agora interessados no regime permanente, em que uma corrente 
e uma voltagem oscilam senoidalmente sem atenuação. Uma fôrça ele- 
tromotriz oscilante deve então excitar o sistema. 


A f.e.m. oscilante mais comum que se pode obter é a produzida por 
uma espira ou bobina que gira num campo magnético (fig. 291). A 
parte mecânica do sistema (suportes, rolamentos, etc.) não é desenhada. 


—>, 
O campo Bo, tem origem em ímãs permanentes ou em bobinas auxi- 
liares tais como as representadas na fig. 291. 





Fira. 291 
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Suponhamos que a espira gira com velocidade angular w; êste movi- 
mento pode ter origem em efeito muscular humano, animal, em uma 


»s 


queda-d'água, etc. 


—s 
Numa posição genérica, o ângulo 6 que dá o ângulo entre B e a normal 


à espira é 
0 = wl+a 


—> 
a é o valor de 6 no instante inicial t = O. O fluxo de B através da espira é 


o(t) = A Bo sen (wt + o) 
A é área da espira. 


Então as) 


dt 


— A wB, cos (wt + a) 


ou seja, uma f.e.m. co-senoidal aparece entre as extremidades da espira. 


3.1. Circuito RL. Apliquemos uma f.em. e= «q cos wt a um 
circuito contendo uma indutância L e uma resistência R (fig. 292). 


A 


À equação que governa a corrente neste circuito é então 


VL + Vêr = & cos wt 


dI 


dt 





+ RI = &o cos wt 


a = () para uma escolha conveniente da origem dos tempos 





R 
Fic. 292 


Estamos interessados apenas no regime permanente, quando a cor- 
rente oscila acompanhando a frequência da f.e.m. aplicada, com a am- 
plitude e fase necessárias para satisfazer a equação acima. Para mostrar 
que isso é possível, tentemos como solução a corrente descrita por 


1 = Lo cos (wi + q) 
que substituímos na equação 


-LIçw sen (vt+qy) + RI cos (vt + p) = 8 coswtl 
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Lo 


Desenvolvendo sen (wt + q) e cos (w! + q) vem 


me Llçw (senwt cosy + coswt seny) + Rfo (coswt cospy- senwl seny) = & cos ul 


Igualando a zero separadamente os coeficientes de sen wt e cos wt, tem-se 


-LIçw cosyp- RI, senqy = 0 





que dá 
e 
- LI vsenyp + Ri, cosp —- & = 0 
que dá 
fis (Ea cosas BÓ ns 2 o ee dE tn po G O COS 
: Rcosp-wLsenyp  Rícosp+seny tgp) KR 
e sendo 
ia R 
57 = [W——— 
“O RE + oh 
vem 
6 
lh = O 


Na fig. 293 as oscilações de & e T foram representadas no mesmo gráfico. 
Sendo q um ângulo negativo, a corrente atinge seu máximo um pouco 
mais tarde que a fôrça cletromotriz. Diz-se que “a corrente está atrasada 
em relação à voltagem num circuito indutivo”. A grandeza wL que tem 
a dimensão de resistência e pode ser expressa em ohms denomina-se rea- 
tância indutiva. 

Se R = 0, a corrente se encontra atrasada de 7/2 em relação à f.em. 


> 6= E, cos wt 





Eu 6, | 1 wL) 


VER R (wt — tan RO 


Fig. 293 
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3.2. Circuito RC. Se substituiírmos o indutor L por um con- 
densador (, temos um circuito como o da fig. 294. 


Eo cos wt 





Fia. 294 


Vo + Var = 8 cos wt 


- E + RI = &o COS wl 


Consideremos a solução estacionária 1 = Tocos (wt + q) 


Como 
—I 





I=-otemsQ=- [rd = - sen (wt + q) 


Substituindo na equação acima, tem-se 


To 


Tê 


- sen (vt + q) + RI, cos (wt + q),= 8& cos wt 


Também como anteriormente, obtemos condições para q e To, fazendo 
com que os coeficientes de cos t sejam separadamente nulos. 


Neste caso os resultados são 





| 
1 &o 
t — CA e I e CSI O 
ºC Roc “NR do 0? 


Observe que o ângulo de fase é agora positivo. Diz-se que num 
circuito capacitivo, “a corrente está adiantada em relação à voltagem” 
(fig. 295). 

Se R = 0, a corrente se encontra adiantada de 7/2 em relação à f.e.m. 
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É = E, cos ut 





cos (wt + tan”! soc) 


2 [2 
R+(Go) 


Tic. 295 


3.3. Circuito RLC. A semelhança dos nossos resultados para os 
circuitos RL e RC sugere um meio de analisar o indutor e o capacitor em 
série. Suponha que uma corrente alternante [= lb cos(wt+q) é 
lançada numa tal associação (tig. 296). A voltagem no indutor V, será 


L 
É, cos mt Cc 
R 
Fira. 296 
VL = LS = —- IçwL.sen (wt + q) 


A voltagem Vc no condensador, com sinal consistente com o sinal de Vi, e 





RA RR f tado 
Vc = E I dt = o sen (wt + q) 
A vcltagem na associação é então 


V = VL+4 Voc =- (1 - =) Io sen (wt + q) 


Circuitos com correntes variáveis com o tempo 271 


Para um dado w a associação é equivalente a um elemento simples (ou 
“ ] e º “ 
indutor ou condensador) conforme a grandeza (wL — pa. seja positiva 


ou negativa. Supondo, por exemplo, que wL > oh a associação é equi- 
valente a um indutor L” tal que 


wL' = dia o 


wU 


Equivalência significa apenas que a relação entre corrente e volta- 
gem, para oscilações permanentes de frequência w, é a mesma. Isto 
nos permite substituir L e € por L” em qualquer circuito excitado nessa 
frequência. 


Isto se aplica a um circuito RLC simples como o da fig. 297. 
Necessitamos apenas lembrar a solução de um circuito RL submetido 
1 


à fôrça eletromotriz & cos wt, e substituir wL por wL - E 


ps 0 O us cos (wt + q) 
VR2 + (wL — 1/wC)? 


t ps 1 =” wL, 
E? Roo "R 


Para uma amplitude & fixa, e dados os elementos L, C e R do circuito, 
obtemos a corrente máxima quando a frequência da fonte é tal que 





nb sec dO Es Eus 


wlU 


que é a frequência de ressonância de um circuito LC sem amortecimento. 
Neste caso a equação da corrente se reduz a 


&o Cos wtl 


1= 5. 


Esta é exatamente a corrente que fluiria se o circuito contivesse 
apenas o resistor. 


A fig. 297 mostra o comportamento de um circuito RLC quando a 
frequência varia para diferentes valôres de R. 


Observe que o pico da ressonância que ocorre para w = wo é mais 
proeminente e agudo para os valôres mais baixos da resistência. 
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Consideremos frequências na vizinhança de «wo escrevendo 
wo = wo + Aw na aproximação de 1.º ordem de Aw/wo a expressão 
wL- 1/wC que aparece no denominador pode ser escrita 







L=10“henry 
ê R 


C=10"*farad 
0=1/ LC = 10Ê rad/sec 


CORRENTE 











o o, O 45 2,0 2,5 30 
fas, 
Fra. 297 
1 Aw 1 
RE gi SRA (1 e o) ” wo0A + Aofwo) 
Sendo 
l 1 
vo = JLC a 
vem 
ds ol [1 o A — do] = woL (2 e) 
wlU Wo SÊ Do Wo 


Na ressonância a expressão dentro do sinal da raiz quadrada na equação 
da corrente é exatamente Rº2. Se aumentarmos ou diminuirmos suficiente- 





1 ê 
mente w para que vL -— a = R, a expressão dentro da raiz quadrada 
dobrará de valor. Aproximadamente temos então 
2Ãw R o a 
vo wL Q 


Isso significa que a amplitude da corrente cai de 1/N2 vêzes o pico, 


Aw a a ; 
quando SR Êsses são os pontos de “meia potência”, porque a 
0 


1 
energia ou potência é proporcional ao quadrado da amplitude. Frequen- 
temente se exprime a largura do pico de ressonância dando-se a distância 
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(em têrmos de frequência) entre os pontos de meia potência. Esta distância 
1 A A e A . . . 
é exatamente q vêzes a frequência de ressonância. O “Q” do circuito 


é, portanto, uma figura de mérito do circuito ressonante. Valóres de Q 
da ordem de 100 ou maiores são muito comuns. Um rádio receptor pode 
selecionar uma determinada estação e separá-la das outras com o auxílio 
de um circuito ressonante. E possível construir um circuito ressonante 
em microondas com um Q de 10! ou até 10º. 


O ângulo y, que exprime a fase da corrente em relação à f.em,, 
varia com a frequência da forma vista na fig. 298. 


Em frequências muito baixas o capacitor é o principal obstáculo 
à passagem da corrente, e q é positivo. Na ressonância, q = O. Quanto 
maior fôr o valor de Q, mais abruptamente y passa de ângulos positivos 
para negativos, conforme a frequência sobe passando por wo. 


90 


NE= 


P 
R= 200 ohms 
dio 05 1.0 15 2.0 2.5 30 
w/ws 
Fira. 298 


EXPERIÊNCIAS DE LABORATÓRIO: Ressonância num circuito RLC (paralelo). 


Ressonância num circuito RLC (série). 





A. Rêdes de corrente alternada 


Uma rêde de corrente alternada é qualquer conjunto de resistores 
capacitores e indutores nos quais circulam correntes que oscilam perma- 
nentemente com a fregiiência (fig. 299). Uma ou mais fôrças eletromo- 
trizes, nessa frequência, mantém a oscilação. A fonte de fôrça eletromotriz 
alternada é representada pelo símbolo O. Num ramo da rêde, por exemplo 
o ramo que inclui o indutor L>, a corrente em função do tempo é 
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[, = Loo cos (wt + 9'5) 


Como a frequência é a mesma 
para tôda a rêde, bastam dois 
números, como a amplitude 192 e 
a fase constante >, para determi- 
nar a corrente num ramo particular 
em qualquer instante. Da mesma 
forma, a voltagem neste ramo 
oscila com uma certa amplitude 
e fase: 


V. = Vos cos (cut + p!5) 





Tue Soo Uma vez determinadas as cor- 

rentes e as voltagens em todos os 

ramos da rêde, ela está completamente analisada. Determiná-las pela cons- 

trução e solução de tôdas as equações diferenciais apropriadas é perfeita- 

mente possível e, se o que nos interessa é o comportamento transitório da 

rêde, é indispensável usar êste método. Para o regime permanente, entre- 

tanto, podemos usar um método simples e mais elegante, baseado em 
duas idéias: 


1) Uma corrente ou voltagem alternada pode ser representada por 
um número complexo. 

2) Qualquer ramo ou elemento de circuito pode ser caracterizado, 
numa dada frequência, pela relação entre a voltagem e a corrente 
nesse ramo. 


À primeira idéia aproveita a identidade matemática 
(9 = cos + 1seno, com 12 =-1 


Para o seu emprêgo, devemos adotar a seguinte regra: 


Uma corrente alternada 1, cos (wt + y) deve ser represen- 
tada pelo número complexo 1% «ir, isto é, o número cuja parte 
real é 1, cos y e cuja parte imaginária é Ty sen q. 

Inversamente, se o número complexo x + ty representa uma 
corrente 1, então a corrente em função do tempo é dada pela parte 
real do produto 


(x + iy) elut, 





A fig. 300 ilustra esta correspondência. Como o número complexo 
2 =r+iy pode ser representado graficamente num plano, é fácil iden- 
tificar a fase constante com o ângulo arc tg yx e a amplitude 1, com o 


módulo Vz 2 + y?. 
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O que torna esta representação útil é a 
propriedade seguinte: a representação da soma 
de duas correntes é a soma das suas represen- 
tações. 


Loco = 27 +y 


Considere a soma de duas correntes 1, e L,, 
que se encontram na junção de dois fios como 
na fig. 299. Em qualquer instante t, a soma 
das correntes é: 





lh + To = E cos (vt + 41) + Io, cos (wt + v2) = 
(Lo: cos py, + 16, COS po) COS wl — 


Por outro lado, a soma dos números complexos que, de acôrdo com 
a nossa regra, representam 1, e Lo é 


Io eip! + Toz cio? =— (Tor cos p1 + Too cos Po) A (To1 sen P1 + 
+ Loo sen yo) 


Se multiplicarmos o têrmo à direita da equação por e“! = cos wt + 
1 sen wt e tomarmos a parte real do resultado, obteremos exatamente 
-o lado direito da equação anterior. 


Isto significa que em vez de adicionar ou subtrair as próprias funções 
periódicas, podemos adicionar ou subtrair os números complexos que as 
representam. Em outras palavras, a álgebra das correntes alternantes é 
a mesma que a dos números complexos, em relação à adição. Issa cor- 
respondência não se estende à multiplicação. O número complexo 
ToiTozelr te) não representa o produto das duas correntes. 

Entretanto, apenas a adição de correntes e voltagens é que é neces- 
sária para analisar a rêde. Por exemplo, na junção onde T, encontra [> 
na fig. 299 há a exigência física de que em cada instante a corrente 
resultante na junção deve ser zero. Deve então valer a condição: 


h+I2+1T3 = 0 (1.ºJlei de Kirchhoff) 


onde f4, 7o, T; são funções periódicas do tempo. Graças à nossa correspon- 
dência, isto significa que a soma algébrica simples de três complexos é nula. 


As voltagens podem ser tratadas do mesmo modo. 


Em cada instante, a soma das quedas de voltagem em qualquer 
malha da rêde deve ser igual à f.e.m. na malha nesse instante (2.º lei 
de Kirchhoff). 
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Esta condição que relaciona voltagens periódicas pode também ser 
substituída por uma condição para a soma de números complexos, que 
representam as várias funções oscilantes Vi(), Va(i), etc. 


d. Admitância e impedância 


A relação entre a corrente num elemento de circuito e a voltagem 
através dêsse elemento pode ser expressa como uma relação entre os 
números complexos que representam a voltagem e a corrente. Observe 
a associação resistor-indutor da fig. 296. A oscilação de voltagem é 
representada por & e a corrente por Joe” onde Ly = S/NRº+4+ w? L? 
etgo =-wL/R. A diferença de fuse e a relação entre as amplitudes da 
corrente e da voltagem são propriedades do circuito nessa frequência. 
Definimos o número complexo Y da seguinte maneira 


= yYV 
N º I cir wL 
O exemplo acima Y = — = —D———. com q =arcte (- pt ) 
y VR? + w2 L? R 


onde V é o número complexo que representa a voltagem através da com- 
binação série R e L, e 1 é o número complexo que representa a corrente. 
Y denomina-se admitância. A mesma relação pode ser expressa com o 
inverso de Y, representado por Z e denominado impedância 


v=-(5).1-21 


À impedância é medida em ohms. De fato, se o elemento de circuito 
consistisse apenas em uma única resistência, a impedância Z seria real 
e simplesmente igual a R, de tal forma que a equação acima assemelhar- 
se-ja à lei de Ohm para um circuito de corrente contínua: V = RI. 


À admitância de um indutor sem resistência é a quantidade imaginária 
Y = —º/wL. Isto pode ser visto fazendo-se R tender a zero na expressão 
da impedância. O fator -7 mostra que a oscilação da corrente está atrasa- 
da de 7/2 em relação à oscilação da voltagem. No diagrama de números 
complexos, se a voltagem é representada por V, a corrente deve ser repre- 
sentada por 1 como ali se mostra. Para o capacitor, Y = 1, como pode 
ser visto da expressão da corrente. Neste caso, V e 1 relacionam-se co- 
mo indica a fig. 301. Ao lado dos diagramas, inseriram-se figuras que 
mostram como os sinais relativos de V e I devem ser especificados. 
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À menos que isso seja feito, as palavras “avanço” 
e “atraso” carecem de significado. Observe que 
v | definimos sempre um sentido positivo de corrente, 

de modo que uma voltagem positiva aplicada 
- a um resistor ocasiona corrente positiva. 


(a) Como exemplo, examinemos o circuito RLC 
“paralelo” da fig. 302. 


Imag. 





< 
—— 
tom 





Fra. 301 Fra. 302 
A admitância da associação dos três ramos paralelos é 
is Sa E WC = 
A voltagem é simplesmente & e, assim, a corrente complexa é 
de [Lg + (0-7) | 
A amplitude da corrente é o módulo do número complexo T, ou seja 
co [()) + (0-5) ]" 


e o ângulo de fase é arc tg (RwC — R/wL). 


hj 
I 
bed 
S 
I 
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6. Potência e energia em circuitos de corrente 
alternante 


Se a voltagem num resistor R é &o cos wt, à corrente é T = (8/R) 
cos wt. A potência instantânea, isto é, a taxa instantânea com que a 
energia está sendo dissipada no resistor é 
e2 
P = RIº = 


cos? wl 





0 
R 


Como o valor médio de cos? wt é 1/2, a potência média dissipada no 
resistor é 


ENO 


É costume exprimir-se a voltagem e a corrente em circuitos AC, dando 
não à amplitude, mas 1/V2 vêzes a amplitude. Essa quantidade denomina- 


e 
se “valor eficaz” (cr = TE): Dessa forma desaparece o fator 1/2 na 
2 


equação acima. 
e? 
Pisa 
R 


“mta 





Por exemplo, a voltagem comum na rêde domiciliar, 110 volts, cor- 


responde a uma amplitude de 11042 volts. A diferença de potencial entre 
os terminais de uma tomada elétrica em São Paulo, onde a frequência 
da rêde é de 60 Hz, é 


V(t) = 155 cos 377 t 


com V em volts e t em segundos. Um amperômetro AC é calibrado 
para dar uma leitura a 1A quando a amplitude da corrente fôr 1,414A. 


Em geral, a taxa instantânea de liberação de energia a um circuito 
é VI, o produto da voltagem pela corrente instantânea, observando-se 
o sinal. Na fig. 303 reproduzimos os gráficos da voltagem e da corrente 
e adicionamos uma curva proporcional ao produto VT. VI positivo 
significa energia transferida da fonte de fôrça eletromotriz ou gerador, 
para “a associação RL. Observe que VI é negativo em certas partes 


do ciclo. Nestas partes, energia retorna ao gerador. Isto é explicado 
pelo fato que energia é armazenada no campo magnético do indu- 


: 1 : pi A 
tor. Esta energia armazenada, E LTº, atinge o máximo duas vêzes em 
cada ciclo completo. 
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A potência média, P, corresponde à linha horizontal tracejada. Para 
calcular seu valor, façamos o produto VI, com V = & coswte T=h 
cos (wt + q) 


VI = So To coswt coslwt + q) = 89 Tolcos? wt cosp — cos wt 
sen wt sen q) 


O têrmo proporcional a cos wt sen wt tem um valor médio nulo no 
tempo, como se torna óbvio se êle fôr escrito como 1/2 sen 2 wt, enquanto 
que o valor médio de cos? wt é 1/2. Assim, para o valor médio no tempo 
temos 


P=Vi=S &o To Cos q 


cos y denomina-se fator de potência. 





Tia. 303 


A potência instantânea VI é a razão com que a energia está sendo 
transferida da fonte (fôrça eletromotriz), para o selementos dissipativos 
do circuito. A sua média no tempo é indicada pela linha tracejada ho- 
rizontal. 


Exprimindo tanto a voltagem como a corrente em valores eficazes, 
em volts e ampêres respectivamente 


£ I 


Ses =—— 
Co V2 


P = Ser - Ley. COS q 
(watts) (volts) (ampêres) 


Neste circuito, tôda a energia é dissipada na resistência R. Natu- 
ralmente, qualquer indutor real tem alguma resistência. Para a finalidade 
de análise do circuito ela poderá ser incluída no valor de R. O calor, é 
claro, se dissipa na posição real da resistência. 
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EXERCÍCIOS 


1. Um capacitor de capacidade C = 40 uF, inicialmente neutro, é ligado em série a 
um resistor de resistência R = 2,0 X 103 Q e a um gerador que mantém entre seus 


terminais a tensão constante V =2,0xX 102V (fig. 304). 


a) A intensidade inicial 2 
b) A equação da corrente 
c) A equação da carga do 





Determinar: 
da corrente. 

em função do tempo. 

capacitor em função do tempo. 


d) A energia armazenada no condensador no instante t=7 (7 = constante 
de tempo). 
Solução: 
R=2,0x102N 
2 
U=2,0xIO .V C= 40pF 
Fira. 304 
MRE 
a) 1=% e T 
V 
onde dg ee ips Re 
2,0 X 102 y 
Portanto io = 20 x 103 = 10 X 10-! À = 0,10A 
ES 
b) 1 =— Lo € ,T 
io = 0,104; 7 = RC = 20X 108 X 40 X 10-8 = 80 X 10-3s 
Tr = 80X 10-2s 
ioga nda e 
Portanto 1 = 0,10 e 80X 1072 
ou | 1 = 0,10 e-12,5+ 
ERA 
Cc) i=ige T 
dg 
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t t 
a= [ie dd = -igre 7 + cte 
para t=0>q=0>ce =” 
a 
Daí q=iwll-e r) 
; V 
ou com T= Eleito = 
= é 
q = CV(A-e gr) 
ifpsao Proa 
q = 80X 103 (1-ce 80X 10%) 
ou q = 80 X 10-3 (1- e-12,5t) 





d) Energia no capacitor 





1 1 Q? 
= — DO sei EE 
W 5 CV o 
para Q = q (+) vem 
a(r) = 8,0 X 10-3 (1- 0,37) = 5,0 X 10-3 € 


= 0,31J 


x 
-3)2 
W = > (5,0 xX 10-3) 


40 X 10-98 — 


Faça os diagramas cartesianos relativos a êste problema. 


2. No circuito esquematizado (fig. 305), G representa um gerador que mantém entre seus 
terminais a diferença de potencial U = 50 V; C é um condensador de capacidade 
C = 1,0 vF e carga inicial Q, = 100 €; R é um resistor de resistência R = 250; K é 
um interruptor. Ao fechar-se o interruptor, determinar: 


a) A equação da corrente em função do tempo. 
b) A equação da carga do condensador em função do tempo. 


Fira. 305 
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3. Demonstrar que num circuito de corrente alternada, RCL em série, a potência é 
tôda dissipada na resistência (fig. 306). 


L 
E cos wt GC 
R 
Fra. 306 
Solução: 
Se 1 = ào COS wl 


as diferenças de potencial nos diversos componentes do circuito terão as seguintes 
expressões: 


Na resistência 





Up = Ricos ul 
Na indutância 
da : 
Ur = “dt =-L 19 w Sen wl. 
Na capacitância 
1 : to 
Uc= [ido C « sen wb 


e . . . . N . 
Assim, a energia dissipada em cada elemento, entre os instantes O e —, seria 
CW 


x 
dada por /º U a dt 
0 


Para o resistor 
ce es 
W = fe Unidd=Ri$ [0 cos? wt dt = 
0 0 





“4 Dl Ri2 Es 
= Rê [oe dt= Rio - - Ro jsenZ ot = 
CW CG 
0 0 
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2 
Ri 0 





A potência dissipada é P = 


Esta é a dissipação total, pois 


Na indutância 


2x 2x 2 2x 
“ Upid=-Lige sen wt. cos wt dt = - A sen 2wt. 2wdt = O 
0 0 





Na capacitância 


2x 2 2r 
es ; er 
fs Ucidt= e sen wt . cos wi dt = 0 
w 
0 0 


4. Um circuito RLC em série tem uma f.e.m. de 100 cos t (volts), uma resistência de 
22, uma indutância de 0,001 henry e um condensador de capacidade de 1.000 
gF. Calcule o valor efetivo da corrente para os seguintes valôres de: 1/s, 10/s, 
1.000/s, 10.000/s, 100.000/s e 1.000.000/s. Calcule também a frequência de res- 


sonância. 
Solução: 
A corrente em circuito de corrente alternada é dada por 
U 
I=— 
Z 


onde Te U são os valôres eficazes, por exemplo, da corrente e da f.e.m., respectiva- 
mente, e Z é a reatância do circuito 


Z = VREFX? onde Xº= (o - o À 


.Z= lee + (or LY + (o L-5) 


Em 
U = 100 x + = 70,7 volts 


= NA + (10-: w— o ) 
w 


No caso 





Numêricamente teremos 














w(s 1) Z (9) I(A) 
1) 103 0,071 
10 | 102 0,707 
100 | 10,2 6,93 
1000 2 35,3 
10000 | 10,2 6,93 
100 000 | 102 0,707 


1000 000 | 103 0,071 
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A ressonância ocorre para o máximo valor de T, isto é, para o mínimo Z do 
mesmo circuito, isto é quando w é tal que X =0.:.103 w.'. w2 = 108º ou 
wo = 10º g-. 

103 


Como f = a temos fres = o ou fres = 159 ciclos/s. 
m , 


Um circuito de corrente alternada de 60 cps tem uma resistência de 2 ohms e uma 
uma indutância de 10 milihenries. Qual é o fator de potência? Qual é a capacidade 
que coloca em série com o circuito tornaria unitário o seu fator de potência? De quanto 
a introdução da capacidade aumenta a corrente? 


Solução: 
Num diagrama de vetores girantes (fig. 307) temos; 


O fator de potência é dado por 


R R 
COS p= — = 


Z VR2 4 q? 


2 2 2 
cos 


“ NE4(0,001X60X2) NE FIM)? 425 


cosy = 0,47 | 


Para que cos q seja igual a 1 com uma capacitância interna dada no circuito, 
é necessário que haja ressonância, pois então R=Z.'.X =0 (p= 0 


Assim, conforme já vimos no problema anterior 











1 1 
L = Eçã ou (0 = LL 


C — sd = J0-* 
(60X 27)? x 0,01 14,2 


No caso 


C = 0,704mF 


Denominando duas correntes no circuito com o capacitor de 7" e I para o 
circuito original temos: 





LoL 
E = 
Como a resistência é a mesma, temos: 
! 
so = , onde cosy' = L 
I cosy 
I' 1 
e Ts 0,47 = 2,12 
AI 
sd =T = Als 112 7.º. —— = 12 
AI 
ou E = 112% 





XVI 


DIELÉTRICOS 





1. 4 constante dielétrica 


No capítulo vI analisamos os problemas que surgem quando condu- 
tores carregados são postos em presença, no vácuo. Em particular 
calculamos a capacidade de um condensador plano, formado por duas 
placas paralelas de área 4 e separação t. Vimos que 


Na realidade, a maioria dos condutores ou condensadores que podemos 
considerar não estão no vácuo mas imersos no ar, ou então em um líquido 
como óleo. Uma placa de um material isolante, tal como lucite ou parafi- 
na, pode também ser inserida entre as placas do condensador. 


Foi Faraday quem descobriu que, quando isto é feito, a capacidade 
do condensador aumenta. Faraday descobriu ainda que êste aumento 
só dependia do material, sendo independente do tipo de condensador 
(plano, esférico, cilíndrico). A nova capacidade C” pode-se escrever como 


C' = KC 


onde K se chama constante dielétrica. A tabela 16 dá os valôres de K 
para diversos materiais. 


Aos físicos do século x1x, que não dispunham de noções claras sôbre 
a estrutura atômica da matéria, a descrição acima era a única possível. 
O interior do dielétrico era considerado uma região contínua, uma “geléia” 
perfeitamente regular cuja única propriedade elétrica que a distinguia 
do vácuo era uma constante dielétrica diferente da unidade; isto basta 
para resolver certos problemas. 


Para outros problemas, porém, êste método é inteiramente insatisfató- 
rio; por exemplo, podemos perguntar qual é o campo elétrico dentro do 
dielétrico? O campo elétrico é definido como a fôrça sôbre uma carga de 
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prova positiva; como, porém, pensar em colocar uma carga de prova no 
interior do dielétrico e como medir a fôrça que atua sôbre ela? Poder-se-ia 
pensar em cavar um buraco no dielétrico e colocar nêle a carga de prova; 
o buraco, porém, deve ser suficientemente grande para que se possa medir 
a fôrça sôbre ela; acontece que fazer uma cavidade no dielétrico pode 
alterar o valor do campo no seu interior, de modo que o que se mede e 
o que se quer medir passam a ser coisas diferentes. 


TABELA 16 


CONSTANTE DIELÉTRICA DE VÁRIAS SUBSTÂNCIAS 


| 
CONSTANTES 

















SUBSTÂNCIA CONDIÇÕES ni RR 
Ácido clorídrico (HCI])...... Gás, 0ºC, latm........ 1,0046 
É RD DNS O EUR RE Gás, 0º€, latm........ 1,00059 
Água (H20) ............ Gás, 110ºC, latm...... 1,0126 

Líquido, 20ºC.......... 80 
Benzeno (CeH6)........... Líquido, 20ºC......... 2,28 
Amônia (NHs)...:......... | Líquido, -34ºC......... Do 
Óleo de transformador...... Líquido, 20ºC.......... 2,24 
Cloreto de sódio (NaCl.... | Cristal, 20ºC........... 6,12 
Enxôfre (S)................ | Sólido, 20ºC........... 4,0 
Quartzo (S1O2)............. | Cristal, 20º00........... 4,34 
Polietileno.................. Sólido, 20º00........... 2,25-2,3 
Neoprene............... Sólido, 20º0........... 4,1 
Porcelana.................. Sólido, 20ºC........... 6,0-8,0 
Paralind esse rs err seis | NoQUdO; DOC sad tg 2,1-2,5 
Vidro pirex “707. RE TR Red Sólido, 20ºC........... 4,0 





Para resolver êste problema vamos utilizar os nossos conceitos sôbre 
a constituição atômica da matéria. Partiremos então da idéia de que o 
dielétrico é formado de átomos e moléculas, sôbre os quais sabemos várias 
coisas tais como o tamanho e a estrutura. Põe-se então o problema de 
saber o que acontece quando um átomo ou molécula é colocado num 
campo elétrico; em seguida cabe considerar qual o campo criado por 
tôdas as moléculas sôbre uma molécula dada. Resolvidos êstes proble- 
mas, o comportamento do dielétrico como um todo (comportamento 
macroscópico) pode ser entendido em têrmos atomísticos. 
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2. Momentos de dipolo atômicos induzidos 


Considere inicialmente o átomo mais simples, o átomo de hidrogênio, 
que consiste em um próton e um elétron. Se imaginarmos o elétron nega- 
tivamente carregado e girando em tôrno do núcleo positivo como um 
planêta em tôrno do Sol — como no modêlo atômico de Niels Bohr — con- 
cluiremos que o átomo tem, em cada instante, um momento de dipolo 


— 

elétrico. O vetor momento de dipolo y tem direção paralela ao raio vetor 
elétron-próton e seu módulo é a carga do elétron e vêzes a distância 
elétron-próton. A direção dêste vetor varia rápida e continuamente à 


E 
medida que o elétron descreve sua órbita. A média temporal de p será 
zero para uma órbita circular, mas poderíamos esperar que os componentes 
do momento de dipolo variando ràpidamente gerassem campos elétricos 
variando rápidamente e, portanto, radiação eletromagnética. A ausência 
dessa radiação no átomo normal de hidrogênio foi um dos grandes para- 
doxos da física quântica primitiva. A mecânica quântica moderna nos 
diz, como vimos no capítulo vIrI, que é melhor imaginar o átomo de hidro- 
gênio em seu estado de menor energia (a condição usual de quase todos 
os átomos de hidrogênio no universo) como uma estrutura esfericamente 
simétrica com a carga eletrônica distribuída numa nuvem envolvendo 
o núcleo. A carga nesta distribuição é -e, a carga de um elétron. Apro- 
ximadamente metade dela fica dentro de uma esfera de raio 0,5 angstroms 
(0,5xX10-10m) para o hidrogênio. A densidade diminui ripidamente 
para fora; uma esfera de 2,2 angstrons de raio contém 99 por cento 
da carga. 


Uma imagem semelhante é a que se adota para outros átomos e 
moléculas. Podemos tratar os núcleos nas moléculas como cargas punti- 
formes; tôda a estrutura eletrônica das moléculas pode ser representada 
por uma única nuvem de cargas negativas de densidade variando conti- 
nuamente. A forma dessa nuvem e a variação da densidade de carga 
dentro dela será, naturalmente, diferente para diferentes moléculas. 


A fig. 308 representa a distribuição de carga 
no átomo do hidrogênio; a densidade é suge- 
rida pelo sombreamento. Obviamente, o mo- 
mento de dipolo dessa distribuição é zero. O 
mesmo é verdade para qualquer átomo em seu 
estado de menor energia, não interessando quan- 
tos elétrons êle contenha, pois neste estado a 
distribuição de elétrons tem simetria esférica. 


Vamos agora colocar o átomo de hidro- 
gênio num campo elétrico, produzido por algu- 
ma fonte externa, como na fig. 309. O campo Fra. 308 
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elétrico distorce o átomo, puxando a carga negativa para baixo e empur- 
rando o núcleo para cima. O átomo distorcido terá um momento de dipolo 
elétrico porque o “centro de gravidade” da carga positiva e o da carga 
negativa não mais coincidem (fig. 309). 


É O dO ETA E E SS SO TT SD e» O 
& & PO FEET DT O. 





+++rL+A+H+H+H+HA+ 


O O ME BS sl aaa =. =" 
E E De e O 


Podemos usar um modêlo simplificado do átomo de hidrogênio para 
estimar a ordem de grandeza do valor da distorção a ser esperada. 
Suponhamos que na ausência de campo elétrico a carga negativa e é 
distribuída com densidade constante numa esfera de raio a, sendo zero 


fora dela (fig. 310). Suponhamos que quando o campo E é aplicado, 
esta esfera de cargas negativas mantém sua forma e densidade, sendo 
apenas deslocada, em relação ao núcleo, de tal forma que o núcleo fique a 
uma distância b, do centro da esfera (fig. 310). Em equilíbrio, a fôrça sô- 


—) 
bre o núcleo, devida ao campo elétrico &, deve ser equilibrada pela atração 


my 


++H++H+H+H+H+H+ + 


É CET ET Re 
pd Ss 5 = 


Fra. 310 
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para baixo, exercida sôbre o núcleo pela nuvem de cargas negativas que 
o puxa para o seu centro. Para encontrar o valor desta última fôrça, 
recordaremos que dentro de uma distribuição esférica de cargas, num 
ponto à distância b do centro, o campo elétrico é simplesmente o campo 
devido à carga interna à esfera de raio b. Neste caso a quantidade de 
carga dentro da esfera de raio b é e (b/a)3, uma vez que e é a quantidade 
de carga dentro da esfera de raio a. No ponto onde está o núcleo, por 


conseguinte, o campo originado pela nuvem eletrônica é 


1 e(b/a)? E 
4reo b2 47eo 





eb/a 


—) 
Igualando êste campo ao campo EK aplicado, teremos a condição de 
equilíbrio 
1 eb a3E 


E = —— — donde b = 4reo 
áreo q? 








Para simplificar, façamos a igual a 1 angstrom ou 10-!0m; tal raio 
deverá incluir quase tôda a carga numa distribuição verdadeira do átomo 
do hidrogênio. Para E vamos tomar 30.000 V/m, um valor bastante 
intenso para campos disponíveis no laboratório. Com essas hipóteses 
a equação acima dá para b o valor 2X 10-lóm. A distorção é bastante peque- 
na. O deslocamento é cêrca de 10º do raio atômico, não muito mais do que 
o raio do núcleo. O momento de dipolo elétrico resultante é eb, de tal 
modo que a relação entre o momento de dipolo e o campo aplicado é, 


neste modêlo 
P = eb = 4reo a3E 


O sentido do vetor momento de dipolo é para cima, isto é, no mesmo 
sentido que o campo elétrico. 

Observe que o momento de dipolo é simplesmente proporcional ao 
campo aplicado. 

Dizemos neste caso que o momento de dipolo é induzido pelo campo 
elétrico &. "Temos E E 
Pp = «eg E 
A constante a assim definida é uma propriedade do átomo chamada 
polarizabilidade atômica (*). 


(*) Tabela de polarizabilidades atômicas de alguns átomos (valôres experimentais) 







POLARIZABILIDADE ATÔMICA, EM UNIDADES 10"%m? 


H 
8,3 


He 
2,64 


Li 
151 


Be 
117 


C 
18,8 


Ne 
5,0 


Na 
339 


Elemento 
a 


A K 
20,1 | 428 


























Os exemplos dados na tabela são ordenados em ordem crescente do número de elétrons. Observe 
a grande variação de a. O hidrogênio e os metais alcalinos, lítio, sódio e potássio, que ocupam a primeira 
coluna da Tabela Periódica, têm grandes valôres de a e êstes crescem uniformemente com o aumento do nú- 
mero atômico, do hidrogênio ao potássio. Os gases nobres têm muito menor polarizabilidade atômica, mas 
ela também cresce dentro da família, do hélio ao neônio e ao criptônio. Os átomos alcalinos são fâcilmente 
deformados por um campo elétrico, enquanto que a estrutura eletrônica de um átomo de gás nobre é 
muito mais rígida. O elétron externo fracamente ligado, ou de ''valência"", nos átomos alcalinos é o res- 
ponsável por esta fácil polarizabilidade. 
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Para o nosso modêlo do átomo de hidrogênio a é igual a 4ra3. Observe 
que a tem a dimensão de um volume. Um cálculo exato da polarizabilidade 
do átomo de hidrogênio prevê «a = 4r (9/2)aj onde ao é o “raio de Bohr”, 
0,52 X 10-10m, a distância característica na estrutura do átomo H, em 
seu estado normal. 


3. Momentos de dipolo permanentes 


Algumas moléculas são construídas de tal modo que têm um momento 
de dipolo elétrico mesmo na ausência de um campo elétrico. Elas não 
são simétricas já no seu estado normal. Um exemplo simples é fornecido 
por qualquer molécula diatômica formada de átomos diferentes, como o 
ácido clorídrico, HCl (fig. 311). Não há ne- 
nhum ponto no eixo da molécula em relação 
ao qual ela tenha qualquer simetria; as duas 
extremidades são fisicamente diferentes. Seria 
um puro acidente se o “centro de gravidade” 
da carga positiva e o da negativa coincidissem 
no mesmo ponto ao longo do eixo. Quando 
a molécula de HCl é formada a partir dos 
átomos de H e Cl, o elétron do átomo de H desloca-se parcialmente na 
direção do átomo de Cl, deixando o núcleo de hidrogênio parcialmente 
descoberto. Existe pois um excesso de carga 
positiva na extremidade onde se encontra 
o átomo de hidrogênio da molécula e o cor- 
respondente excesso de carga negativa na 
extremidade do cloro. O módulo do momento 
de dipolo elétrico resultante, 3 X 10% cou- 
lomb-metro, é equivalente ao deslocamento 
de um elétron de cêrca de 1/50 de angstrom. 
Em contraste, o átomo de hidrogênio num 
campo de 30 quilovolts/em, adquire um mo- 
mento induzido menor que 10-% coulomb- 
metro. Momentos de dipolo permanentes, 
quando existem, são em regra muito maiores 
do que qualquer momento que pode ser in- 
duzido por campos elétricos comuns de la- 
boratório (*). 





Fic. 311 








Fira. 312 


Algumas moléculas polares comuns são mostradas na fig. 312, com 
a direção e o sentido do momento de dipolo permanente indicados para 


(*) Há uma boa razão para isto. O campo elétrico interno nos átomos e moléculas é da ordem de 
e/(10-1m)?, que é aproximadamente 101! volt/m. Não podemos produzir campos tão intensos como êstes 


no laboratório. 
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cada uma delas. A molécula de água tem um momento de dipolo elétrico 
porque é “quebrada” no centro, com os eixos O-H fazendo um ângulo 
de cêrca de 105º entre si. Esta é uma estrutura singular com tôdas as 
consequências decorrentes. O momento de dipolo da molécula é grande- 
mente responsável pelas propriedades da água como solvente e desempenha 


papel decisivo na química que se desenvolve num meio aquoso. 


O comportamento de uma substância polar como dielétrico é substan- 
cialmente diferente de um material composto de moléculas não-polares. 
A constante dielétrica da água é cêrca de 80 V, a do álcool metílico é 33, 
enquanto que um líquido típico não-polar tem uma constante dielétrica 
em tôrno de 2. Numa substância não-polar, a aplicação de um campo 
elétrico induz um pequeno momento de dipolo em cada molécula. Nas 
substâncias polares, os dipolos já estão presentes em grande intensidade 
mas, na ausência de campo, são orientados ao acaso de tal modo que não 
têm efeito mensurável. Basta um pequeno campo elétrico para alinhá-los. 
Pode-se mostrar facilmente que a energia de um dipolo num campo elétrico 
é mínima quando êle está orientado na direção do campo. 


4. Campo elétrico causado pela matéria 
polarizada 


Suponhamos que se tenha um bloco de dielétrico que contém um 
número muito grande de moléculas e que cada uma delas está polari- 
zada na mesma direção; isto pode ser conseguido colocando o dielé- 
trico entre as placas de um condensador de placas paralelas ou então 
tomando um dielétrico de moléculas polares que são alinhadas e congeladas 
nesta posição. 


Seja NX o número de dipolos por unidade de volume e py o momento 
de dipolo de cada molécula. 


Podemos supor que N é tão grande que qualquer volume dv contém 
um número bastante grande de dipolos. O momento de dipolo total em 


tal volume é p Ndv. Em qualquer ponto bastante afastado dêste elemento 
de volume o campo elétrico dêstes dipolos será o mesmo se os substituirmos 


por um único dipolo de intensidade p Ndv. Chamaremos pN a densidade 
de polarização, e a representamos por P, uma grandeza vetorial com 


dimensões carga-metro/metro cúbico ou carga/m*. Então P dv é o momento 
de dipolo associado com qualquer pequeno elemento de volume dv. 


Na fig. 313 é representada uma coluna delgada, ou cilindro, dêsse mate- 
rial polarizado; sua secção transversal é ds e extende-se verticalmente, de 


2, até 22. A densidade de polarização P dentro da coluna é uniforme em 
todo o comprimento e aponta na direção positiva de 2. Um elemento do 
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cilindro, de altura dz, tem um momento de dipolo P dv = Pds. dz. Sua 
contribuição ao potencial no ponto 4 pode ser escrita, considerando a 
fórmula para o potencial de um dipolo (ver cap. Iv). 


o P. ds dz. cos6 
4reo r2 


dV(A) 


O potencial devido a tôda coluna é 


"2 
V(A) = Pds f dz sda 


4reo r2 
"1 





Isto é mais simples do que parece: dz.cos 6 é exatamente —dr, de tal 
modo que o integrando é uma diferencial exata d(1/r). O resultado da 
integração é então 

V(A) = P.ds (— cs q 


"2 (| 


À equação é exatamente a mesma expressão do potencial em Á que se- 
ria produzido por duas cargas puntiformes (fig. 314), uma positiva de valor 
P ds, situada no tôpo da coluna, a uma distância r> de 4, e uma negativa, de 





Fia. 315 
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mesmo valor na base da coluna a uma distância 7, de 4. A coluna de 
matéria uniformemente polarizada é equivalente, pelo menos no que 
concerne ao campo, em todos os pontos externos, a duas cargas concen- 
tradas. 


Sem maiores complicações podemos estender isto para uma placa, 
ou para um cilindro reto, de quaisquer dimensões, uniformemente pola- 
rizado numa direção perpendicular às suas faces paralelas (fig. 315). A 
placa pode simplesmente ser subdividida num feixe de colunas e o potencial 
fora dela será a soma das contribuições das colunas, cada uma das quais 
pode ser substituída por uma carga em ambas as extremidades. As cargas 
+P ds no tôpo de cada extremidade de coluna com área ds, constituirão 
uma fôlha uniforme de carga superficial de densidade c = P coulombs/m?. 
Concluímos que o potencial em qualquer ponto externo de uma placa ou 
de um cilindro uniformemente polarizado, é que resultaria de duas lâminas 
de cargas superficiais situadas onde as superfícies de tôpo e de base forem 
localizadas, com as densidades superficiais constantes de carga o = + Pe 
oc = — P, respectivamente. 


OVO dc es asd 
O OO —— Loco 


CAMPO 


O O 
DESESNSES vo DOC OP 
SOODOO Door 


C D C D 
Fira. 316 Fia. 317 


Há uma maneira mais pictórica de ver isso, nas figs. 316, 317 e 
318, em que representamos um dielétrico no interior de um condensador 
de placas paralelas, 


[Ad 


0===0==. 2-0.» 


[1] 


Fira. 318 
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Observe que a carga total no interior do volume ABCD é zero, antes 
e depois da aplicação do campo elétrico. 

Podemos calcular o campo elétrico externo esquecendo o que existe 
dentro de ABCD e considerando apenas as duas camadas superficiais. 


O campo elétrico no interior do dielétrico é dado pela média espacial 
do campo elétrico microscópico real. 


1 — 
LE => [EM 
V 


(Ver o apêndice dêste capítulo, pág. 304.) 


5. O capacitor preenchido com dielétrico 


Consideremos um condensador de placas paralelas de área 4, sendo 
t a distância entre elas. Considere primeiro as duas placas condutoras 


>) 
no vácuo, com carga —Q na superior e +Q na inferior. O campo Ko entre 


as placas é igual a - e aponta para cima. A diferença de potencial 
0 
entre as placas, Vi», é igual à Qt/e04. A capacitância do capacitor vazio, 


Co, é dada pela fórmula 


ra D a ato e o 
gi Vas O a 
Vis = Eq 


Coloquemos agora um dielétrico entre as placas. O campo irá pola- 
rizar os átomos ou moléculas nesse dielétrico. Não podemos, nesta altura, 
prever a grandeza do momento de dipolo induzido em cada molécula, 
porque o campo que atua nelas não é Lo, mas inclui também a contri- 
buição das outras moléculas. A direção da polarização será paralela à 


—s> 
Fo, para um dielétrico que é isotrópico. Vamos representar a grandeza 
—s, 


da densidade de polarização por P. 


Temos agora um sistema consistindo em duas lâminas reais de cargas 
mais a placa de material polarizado (figs. 319 e 320). Temos aqui a super- 
posição de duas distribuições de cargas: o campo elétrico será a soma 


dane 
——— DEE + c=-— 


t 





Eo 
+++ +++ 44 ++ ++ | quo 


Fio. 319 
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oo io E a pap pato da 
6, =+P E 





Ci=+p ED Ens 


Fia. 320 


dos campos destas duas distribuições, o campo E, das duas lâminas de 
carga com densidade superficial de cargas = a mais o campo E' de duas 
lâminas de cargas com densidade o” = P,às quais a placa polarizada é 
equivalente. Observe que E' é antiparalelo a Éo (fig. 321). 


— No interior do capacitor com um dielétrico, então, o campo elétrico 
E é 


-—) 
EA 


En 


— — — — 
E = Eo + E' = Eo- 


A diferença de potencial entre as placas será 





Fia. 321 


A carga no capacitor é ainda a mesma. Como a diferença de potencial 


fica reduzida de um fator (Fo — jEo, quando comparado com o capa- 
€0 Q 


citor no vácuo, com a mesma carga, a capacitância ( = Po aumentou 
12 


pelo inverso daquele fator: 
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E melhor exprimir isto em têrmos de É, o campo elétrico (campo 
macroscópico, ou médio) que agora existe dentro do capacitor. Como 


Lo = E 4 P/eo, temos 
Vo E+Pleo P 
C=G-— = C(1 +) 


A relação P sôbre eo é uma propriedade intrínseca do material 
dielétrico. Esta relação é chamada susceptibilidade elétrica do material 
e o símbolo x, é normalmente usado para ela. A relação é adimensional. 
A grandeza tôda entre parênteses na equação acima é chamada constante 
dielétrica do material (e é representada por K) 


1 
— P= xt; K = 1 + x 


£o 


Ao produto Ke = e dá-se o nome de permissividade do material. 


6. O campo de uma carga num meio dielétrico 
ea lei de Gauss 


Suponha que um volume bastante grande de dielétrico homogêneo 
tenha em um ponto interno uma carga pontual positiva que não faz parte 
da sua estrutura molecular. Imagine, por exemplo, que uma pequena 
esfera de metal tenha sido carregada e em seguida jogada num tanque 
de óleo. Como foi anterior- 
mente estabelecido, o campo 
elétrico no óleo é simplesmen- 
te eo/e vêzes o campo que Q 
produziria no vácuo. 


> 


ES a 
Arer? 


ema 
E = 


E interessante ver como fica 
a lei de Gauss num dielétrico. 


Eis 
A integral de superfície de E 
(que é o campo microscópico) 
tomada sôbre uma esfera en- 
volvendo Q, dá Q/e, se usarmos 
a equação acima e não Q/eo, 
que é o resultado que se obtém 
no vácuo. 

Por que não? A resposta 
é que Q não é a única carga 
Fra. 322 dentro da esfera. Há também 
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tôdas as cargas que constituem os átomos e as moléculas do dielé- 
trico. fste dielétrico está radialmente . polarizado, o que significa que 
a carga Q puxou para perto de si a carga negativa, nas moléculas 
próximas, e empurrou para longe as cargas positivas (fig. 322). Mesmo 
que o deslocamento seja muito pequeno em cada molécula, qualquer es- 
fera que desenhemos em tôrno de Q conterá mais cargas negativas das 
moléculas de óleo que positivas. Por isso, a carga líquida na esfera, 
incluindo a carga “externa” Q no centro, é maior que Q. Na realidade 
ela se tornou 


Q eo/€ 


É muitas vêzes útil distinguir entre a carga “externa” Q e as cargas 
que constituem o próprio dielétrico. Sôbre as primeiras, temos um con- 
trôle completo: carga pode ser adicionada ou removida, como na placa 
de um capacitor; por isso elas são, às vêzes, chamadas cargas livres. As 
outras cargas, que são parte integrante dos átomos e moléculas do dielé- 
trico, usualmente chamam-se cargas ligadas. Estas cargas determinam 
a polarização. 

Pode-se imaginar uma grandeza vetorial que seja relacionada, por 
uma relação do tipo lei de Gauss, únicamente com as cargas livres. 


(Quando uma carga puntiforme Q é imersa num dielétrico, o vetor eb 
tem esta propriedade. Isto é, $ eE . ds, onde a integral se estende sôbre 


uma superfície fechada S é igual a Q se S contiver Q, e a zero se não a 
contiver. Se tivermos uma densidade de cargas livres piivre (x, Y, 2) 
num meio dielétrico homogêneo e infinito 


> 0 
f eb .ds = f onivo dv 
Ss V 


onde V é o volume limitado pela superfície S. Este é o teorema de Gauss 
num dielétrico. Desta relação integral decorre 


, — 
div (e E) = plivre 


Em qualquer sistema, contudo, a relação fundamental entre o campo 
elétrico e a densidade total de carga, piivre + Piigada, permanece válida 


E 1 
div E = RE (o livre + p ligada) 
o 


Das equações acima tem-se 
—+ 
div (e— €)) E = — Pp ligada 


De acôrdo com a eq. (e- eo) E = P, temos então que 


-—, 


div P = - pligada 
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Portanto EO si 
div (eoE + P) = plivre 


—, —s 
É costume dar-se à combinação eE + P um nome especial, vetor 


deslocamento elétrico, cujo símbolo é D. 


> 0 Ss — 
D= E+P = & 


O teorema de Gauss num dielétrico isotrópico pode, então, ser escrito 


como E 
div D = plivre 


> Ss 
ou D.ds = forive dv 
Ss V 


— 


—p 
que vale em qualquer situação em que as grandezas macroscópicas P, E e p 
podem ser definidas. 


7. A conexão entre a susceptibilidade elétrica 
e a polarizabilidade atômica 


—> 
A razão da densidade de polarização P para o campo elétrico macros- 


—> . 
cópico E numa substância é a susceptibilidade elétrica x.. 
P = Xe o E 


Suponha que a substância é composta de átomos de polarizabilidade 
atômica a. P é a soma, por unidade de volume, dos momentos de dipolo 


p dos átomos individuais. Podemos prever o momento de dipolo induzido 
de um átomo se conhecermos a« e o campo elétrico atuando sôbre o átomo 
para polarizá-lo. Em outras palavras, se conhecermos a e o número de 
átomos por unidade de volume, N, devemos ser capazes de prever a sus- 
ceptibilidade xe. 


8. Mudanças de energia na polarização 


Para carregar um capacitor a uma diferença de potencial V, deve 
ser fornecido um trabalho (1/2)CV2, que é armazenado nêle. Esta quan- 
tidade de energia pode ser recuperada, descarregando-se o capacitor 
através de um circuito externo. 

Se o capacitor é preenchido com dielétrico de permissividade e e 
carregado à mesma diferença de potencial V, o trabalho fornecido será 


—> 
maior por um fator e/eo, porque C é maior. Contudo, E é o mesmo. Por- 
tanto, a energia associada com a unidade do volume no dielétrico não é 
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eoB2/2, mas eB2/2. Isto pode ser generalizado para qualquer sistema 
eletrostático, num volume YV. 


: 1 
Energia = o f eE2 dv 
V 


Como esta energia “extra” é armazenada? Considere uma molécula 
isolada polarizável, à qual um campo elétrico pode ser aplicado. Na 
fig. 323 a molécula é representada por duas cargas ligadas às extremidades 


de uma mola. Seu momento de dipolo p é um vetor de módulo gl. O 
campo E provém de uma fonte externa (bateria aplicada às duas placas 


paralelas). Suponha que enquanto o campo É está presente, as cargas 
afastam-se de um incremento dl. O momento de dipolo mudará de ql 


para g(l + di). Ocorrerá um movimento de carga na direção de & equi- 
valente à carga +q movendo-se da distância dl (não interessa saber qual 
das duas extremidades, ou se ambas, se moveu). Então uma quantidade 
qE dl de trabalho terá sido fornecida à molécula. A única fonte dêste 
trabalho é a bateria que mantém constante a diferença de potencial entre 
as placas. Se dW representa o trabalho fornecido à molécula, então 


— — 
dW = qEdl = E. dP 





LAL+AAA+AArA+A ++ ++ 
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A energia armazenada que corresponde a êste valor pode ser encon- 
trada em dois lugares: na mola que foi deformada para um comprimento 
maior, e no campo elétrico do próprio dipolo molecular, que tem agora 
energia total maior, porque as duas cargas estão mais afastadas. 
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Vamos ver como a energia armazenada no dielétrico pode ser calculada 

— — 
nesta forma. Com N moléculas por unidade de volume P = Ny. Quando 
P muda de dP, E.dP será o aumento na energia interna das moléculas 


por volume. Mas como Pe (e— eo) E 


—> —> — — 1 
E.dP = (e-eo) E. dE = E (e- eo) d (E?) 


Vê-se, pois, que dos 4e E /2 joules que serão armazenados no dielétrico 
(e- eo) E*/2 devem ser computados como aumento da energia interna 
das moléculas polarizadas. O restante, eoB*/2, é exatamente a energia 
armazenada no campo do vácuo. 


9. 4 superfície de separação entre dielétricos 


Consideremos a superfície de separação de dois dielétricos de constantes 
dielétricas K, e K>. Suponhamos que não exista nenhuma carga real 
depositada nesta superfície. 


As linhas de fôrça do campo elétrico se refratam na superfície de 
separação (fig. 324). 
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Desenhemos agora uma superfície fechada em forma de tambor, de 
tal forma que a superfície lateral do tambor sej2 perpendicular à superfície 
de separação e que o tôpo e o fundo do tambor estejam em lados opostos 
da superfície (fig. 325). 
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Aplicando o teorema de Gauss a esta superfície 


> s > 0 > > 
fDai-fDa+fDai+/fDai=o 


sup. lateral fundo tôpo 


A contribuição da superfície lateral pode ser tornada negligenciável, 
escolhendo a altura do tambor muito pequena 
em relação ao diâmetro da base. 


Resta então 
—, > o > 
Do .ds- Di .ds = 0 


isto é 
Da cos6s = Di cos6 


eso cos04 = esB, cos01 


ou em outras palavras 


Din é Don Fira. 325 





A componente normal de D é contínua na superfície de separação. 


Consideremos agora um caminho fechado, cujos lados maiores são 
paralelos à superfície de separação e os menores normais a ela. Calculemos 


o trabalho necessário para fazer uma carga unitária percorrer êste caminho 
fechado (fig. 326). 


Ou seja 
fe ir fes E.di + 
AB BC CD 
a A é 
+JfE dl = 0 
DA 


As contribuições de AB e CD podem ser 
desprezadas, fazendo AB e CD suficientemente 
pequenos. 





Resta então 


—- E cs > 
E,.dl- E, .dl = 0 
E, sen 64 = Es sen 602 
ou 
Ei: — Ea: 


A componente tangencial de E é continua na superfície de separação. 
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Podemos reunir as duas equações que estabelecemos acima e obter 
a lei de refração das linhas de fôrça do campo elétrico na superfície 
de separação de dois dielétricos. 


ei É, cos01 = es Es cos 02 
E, sen60, = Es sen 65 


Dividindo uma pela outra, tem-se 


tg 01 o tg 02 


e1 €2 


10. Cavidades num dielétrico 


Como discutimos antes, fazer uma cavidade num dielétrico muda 
o valor do campo elétrico no local onde a cavidade se encontra. 
Vamos considerar aqui duas cavidades particularmente simples nas 


quais a perturbação que a presença da cavidade traz pode ser facilmente 
levada em conta. Estas duas cavidades são 


a) Cavidade em forma de disco (fig. 327). 
b) Cavidade em forma de agulha (fig. 328). 


+FAL+A+L+A4A+4 +++ 44444 + 





A constante dielétrica do material será caracterizada por K; na 
cavidade K = 1. 


O campo elétrico no dielétrico nas vizinhanças da cavidade pode 
ser considerado como a soma de dois têrmos. O primeiro é o campo não 


+A+A+A+L+A+L+A+A4A+4+4A ++ +++ 


Fira. 328 
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perturbado que existia antes da cavidade ser criada e o segundo é o efeito 
perturbador da cavidade. Se a cavidade é suficientemente pequena, esta 
perturbação pode ser reduzida a um mínimo. 


Consideremos agora o caso a acima (cavidade em forma de disco). 
Suponhamos que o raio do disco seja muito maior que sua altura; nestas 
condições o efeito das bordas é pequeno e o campo em Á pode ser con- 
siderado uniforme e relacionado com o campo E no interior do dielétrico 
pelas relações de continuidade deduzidas acima 

Din =— Da, 
—s — 


— —+» 


ota = eE =D 


O campo no interior da E a cavidade é medido por A e não por E. 
No caso b (cavidade em forma de agulha) o campo a A é paralelo 
a E, pois os efeitos das bordas em B e € são negligíveis. A condição de 
continuidade a ser aplicada aqui é 
Ein E E on 
Isto é 
Ha = É 
O campo elétrico é o mesmo no interior e no exterior da cavidade. 


Finalmente, para uma cavidade esférica tem-se uma situação Inter- 
mediária entre as duas (fig. 329). 


+++++H++L+A+4A4A +++ 





m]) 
v! 
Esses 





O campo criado pelas cargas que aparecem na superfície da cavidade 
esférica se chama campo de Lorentz; êle é paralelo ao campo externo 


mp 
E. Pode-se mostrar que o campo no interior da cavidade esférica é 


—s, 
(; 3D ) 
| + 2H 


Cavidades de formas diferentes terão no seu interior campos elétricos 
—) 


Sp 
que serão medidos por combinações de D e E. 
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11. Apêndice 


Como calcular agora o campo elétrico interno ao dielétrico? Sabemos que o 
campo elétrico nas proximidades de uma molécula que tem um momento de dipolo pode 
ser considerável. A 10 angstrons de uma molécula de H>O, por exemplo, o campo é 
de centenas de quilovolts/cm. Podemos então imaginar caminhos complicados que ligam 
dois pontos da superfície do dielétrico, um dêles passando por dentro do dielétrico e o 
outro por fora (fig. 330-a). 


Ca 





(b) 
Tic. 330 


Como sabemos, o dielétrico pode ser substituído por duas camadas superficiais 
de carga de densidade  : = + P eo =-P. O campo externo é o mesmo nos dois casos 
(fig. 330-b). 

. =» Zr . 

Consideremos agora a integral de E . dl no longo de caminhos fechados, C, e Cs», 
nos dois casos. 

Como o campo elétrico é sempre conservativo e a presença do dielétrico não pode 
destruir esta propriedade do campo elétrico 


> -> 0 > 
fed. 
C Ca 


A B 

> > > > > > 
fr da-(/ E.) +() Bai) 
Ci B C: (interno) A Cileriemo) 


Como os campos externos são os mesmos 
B 


B 
E: > 
Vet = (/ Edi) -(fê.d 
A Ci (externo) A Cs (externo) 
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A B 
> o > os -> 5 
fea-(fE.a) +(/ Bd) 
Ci B Ci (interno) A C» (externo) 


e como consegiência 
4 


A A - 
-— os > > > 
Vit = (/ Edi) -([ E.) E dd 
a) €o 
B B 


Ci (interno) Cs» (interno) B 


ou seja, como a mesma diferença de potencial existe nos dois caminhos externos, a dife- 
rença de potencial nos caminhos internos também é a mesma. 

A diferença de potencial é a mesma mas não os campos elétricos, pois nas vizinhanças 
das moléculas existem campos de centenas de quilovolts/em, apontando porém em dire- 
ções distribuídas ao acaso. 

A consegiiência do que demonstramos acima é que a média espacial do campo 
elétrico dentro da placa polarizada deve ser P/eo. Por média espacial de um campo É 
num volume V((E,)) entendemos 


— 1 — 
(E,) = [Eu 
V 


> — 
E é o campo microscópico no interior do dielétrico. (E,) é denominado campo 


macroscópico. 


EXERCÍCIOS 


1. Um capacitor plano tem armaduras de área S = 45,2cm2, separadas pela distância 
h = 2,3mm. O espaço entre as placas está preenchido totalmente por um dielétrico 
sólido de constante dielétrica relativa K = 39,2. O capacitor é ligado a um gerador 
que estabelece entre suas placas a tensão U = 3,52 X 104 K. Determine suas: 


a) A capacidade e a carga do capacitor. 


— —, — 
b) O campo elétrico E, o vetor deslocamento D e o vetor polarização dielétrica P 
no isolante. 
——» 
c) O momento de dipolo coulombiano total M do isolante. 
d) As densidades de cargas fictícias de polarização ecp no isolante. 
e) A densidade de energia elétrica no isolante. 





Solução: 
o c=- ÉeS — 392 X 8/85 X 10-12 X 45,2 x 10-4 
h 2,3 x 10-3 
C = 6,80 X 10-19 F ou C = 6,80 X 10-4 uF 


Q = CU = 680X10-10x3,52X 10! =2,38X 10-50 = 23,840 
b) Cálculo do campo elétrico E: 
E 
Associamos um eixo x (de versor 1), perpendicularmente às placas. 
— — > 
E = Es EM 
com E = constante 
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Cálculo 
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9V > 
E = -gradV = - ra 
9V U 
RD e 
o 3,92 X 104. NV 
RT = ca 
— — 
E = - 1,53 X 1071 
ey 
do vetor deslocamento D 
— —> — 
D=eE=KeaE 
— > 
D = -39,2x 8,85 X 10-12 x 1,53 xXx 10-74 
D = — 530 X 10477 (unidade de D = = =) 
m m 


—, 
Cálculo do vetor polarização P 


— —s > )5S os 


—) 
D= E + P P=D- eE 


(o módulo de D é desprezível em face ao módulo de c0E) 


Resumindo 
—, > 
E = - 1,53 x 107% 
o -—+ 
D = -—- 5,30 X 10-17 5 
— > 
P = 1,36 X 10-41 


ey 
c) Cálculo do momento de dipolo coulombiano total no dielétrico (M) 


como 





P - dr FM = Pó 


dv 
— 
P = const. M=Pfd=Por=PSh 
Tc 
M = 1,36 X 10-4 X 45,22 X 10-4t x 2,3 X 10-3 
M = 1,42x10-ºC.m 
— - 
M = 1,42 XxX 10-º 4 


d) Cálculo das densidades de cargas fictícias de polarização. Na face à direita do 
isolante co = + P 


C 


m2 





Op — 1,36 X 10-4 
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Na face à esquerd2 do isolante ce =-P 


op = — 1,36 X 10-4 





e) Cálculo da densidade volumétrica de energia 


> + 

e = RE = a D X E - a (- 5,30 X 10-17 7 X — 1,53 X 1074) 
dv 2 2 

e = Eno = 4,05 X 10-1º J/m3 
dv 

Energia total armazenada 

W = f edv=e.v =4,05X 10-10 x 45,2X 10-t x 2,3 X 103 
€ 

W = 4,22x 105J 


Compare êsse valor com o calculado por 
1 
IV == Es 2 
2 CV 


2. O espaço h entre as placas de um capacitor plano é preenchido por duas placas 
dielétricas, cada uma com espessura o constantes dielétricas Ki e K2 e área 


S igual à das placas. Liga-se o capacitor a um gerador que lhe aplica a tensão U 
entre as placas. Determine a densidade superficial de cargas fictícias de polarização 
que aparecem na superfície de separação dos dois dielétricos. 


> > > 
3. Uma pequena esfera isolante, de raio R, polarizada com polarização p = ai +73, 
— > 
é colocada num campo elétrico E = E 1. Supõe-se que o campo seja suficientemente 
intenso para não ser alterado pela presença da esfera (a, be E são constantes). 
a) Determine o conjugado a que fica sujeita a esfera. 
b) Determine a energia potencial associada a essa posição da esfera. 
c) Faça uma aplicação numérica para R = 1,0mm 
v 
a=b=1,5xX10-11C/m?; E = 3,5 X 107 Ea 
Solução: 
. . —> . . . e Ed ERA e 
Um dipolo coulombiano de momento M fica sujeito a um conjugado O = M A É 


—> 
ao ser colocado num campo eletrostático E (demonstre). O momento de dipolo 
da esferazinha é 


— — > 
M-fai-foo 
V V 


— > > > > > > 
e M = fairoDa=ai+d) fa =(ai+b)V 
V V 
onde 
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O conjugado será 
— — — > = > 
C=MAE=(aitbj)VAEi 


Al 


— 4 — 
=-bVEKk =- q TRébEk 


b) A energia potencial da esfera é igual ao trabalho necessário para levar a esfera 


da posição de equilíbrio (€ = 0) J 


para a posição acima mencionada 
Ésse trabalho será (fig. 331) 


9 
W= [ca 
0 


onde 





C=M Eseng ER 


0 9 
cW=[ MEseno.do=ME f seno do 
0 0 


0 
W = MEI-coso) f = ME(-cos60 4 1) 
0 


W = ME(1-cos6) 
W=VVva24b E(l-cos6) 
com 0 = arct A 


c) Aplicação numérica 


— 4 > 
C=- q TRÍDEk 
— 4 > 
C = - 3” (1,0 X 10-3)3 x 1,5 X 10-11 x 3,5 X 107 k 
— -— 
C=-2,2xX10-12 k(emN.m) 
4 EE 
W = gq Th Va? +52 E(l-cos6) 


b m y 2 
0 =arctg— =arctg 1 = 4 cos 6 = sore 


E 
N 


De, 2 
= (1,0 X 10-3)3 2 X (1,5 X 10-11)2 3,5 X 107 (1 E 5º) 


q 
| 


= 9,3 X 10-13 J 
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4. Se a esferazinha do problema anterior fôr liberada, sob a ação do conjugado, ela 

Irá executar um movimento oscilatório de rotação em tôrno do seu centro. Não 
realizará movimento de translação, uma vez que não está sujeita a fôrça alguma 
(desprezando-se a ação do pêso). 
Demonstre que se ela estivesse num campo não-uniforme ficaria sujeita a uma fôrça 
e executaria um movimento de translação. o que aconteceria nas experiên- 
cias de Eletrostática em que um bastão atritado atraía pedaços de material leve 
(isolantes). O campo produzido pelo bastão não é uniforme. A polarização é pro- 
duzida nos pedaços de material leve pelo próprio campo do bastão. 


—» 
Suponha um corpo leve, pequeno, de momento de dipolo M = + M — » colo- 
—> 
É = +Q r 
cado no ponto P(r) num campo de uma carga puntiforme E = TER 
Tm €0 


(fig. 332). 
a) Calcule a fôrça a que o dipolo fica sujeito. 


b) Faça aplicação numérica 


M = 50X 1014C.m, Q = 1,5X10-8C e r = 20m. 


M 


+Q 


o 


O 


Fig. 332 


Solução: 


a) O dipolo do corpo muito pequeno pode ser imaginado como formado por duas 
cargas iguais e de sinal contrário +qg e -q separadas pela distância a = dr, 
ou seja (fig. 333) 


—s> > 
M = qdrr 

A fôrça resultante sôbre êsse dipolo 
> > > — 
dF = -qE + q(E 4 dE) 
> — 
dF = q dE 





Fig. 333 
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Q r Q r 
E. r r 
E = EE o] E e E SA 
k a( 47 egr? =) 2x cor? 1 já 
. a Qadr a 
a Ee = 27 €o r3 r 
QM 
ou DS 
(Que significa o sinal negativo ?) 
b) Aplicação numérica 
-8 55 -14 
16 X 10-8 x 5,0 x 10 = 18X 10-10N 





dm X 8,85 X 10-12 X 2,03 


5. Uma carga puntiforme q é colocada no centro de uma cavidade esférica de raio a, 
num bloco de material de constante dielétrica K. Determine o potencial nos pontos 
da cavidade e do dielétrico. Calcule a carga total de polarização que aparece na 
superfície da cavidade (fig. 334). 


A lei de Gauss aplicada ao vetor D diz que 


> Ss 
fD.is 


Ss 


Qi 





Fic. 334 


sendo q; as cargas reais (não da polarização) internas à superfície S. Ou, em outras 
palavras: 


so 
div D =» 


—> 
sendo p à densidade de cargas reais (não de polarização). As fontes de fluxo de D 
são as cargas reais. A única carga real do problema é a puntiforme q no centro da 
cavidade. Portanto, qualquer superfície gaussiana com q interna tem o mesmo fluxo 


EA 

de D. Em particular, qualquer superfície esférica de raio r centrada em q tem o 
=> 

mesmo fluxo de D. Portanto, para qualquer 7 





—> 
E id q r 
47 r2D =q ocouseja: D= E 


Teremos então 


1) parar <a 
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E 
= = q r ” q 
Daí E = a e, portanto, V E SE EE 
2) parar > a 
—s, 
—— q r —, =— —, j E 
D = o , mas D = «E = K eo É (dielétrico) 
mx 
—», 
ã pn A Ee je ca 
então E = ER, e, portanto, V de Ro 
A carga de polarização é dada por 
— — -— > Ss — 
mas D = E +Peportanto P=D-cE 


Na superfície da cavidade 
D = Ken E 


— —, > — 
CB=KoE-oÊ | B=cE(K-) 
co, =-o(K-1)E 





e aire ra AE 
Pais g o 47K eo r? E 47 K 12 
A carga total será 
Q mm f Op ds 
s 
SK de o K-1 
ICO 4rr2º .º. Q=- ET! 


ER 
Obtenha êsse mesmo resultado aplicando a lei de Gauss para o campo É na superfície 
de raio r. Lembre-se que nesse caso você deve considerar o total das cargas 
(reais + polar). Faça um problema análogo a êste substituindo o dielétrico por 
um condutor. Que você conclui? Qualo valor de K que você deve adotar? Por quê? 


6. Um condensador esférico de raios R; e Rz é preenchido com um dielétrico de 
constante K, desde R; até r e com outro dielétrico de constante Kas desde r até 
Ro. Calcule sua capacidade. 


XVI 


PROPRIEDADES MAGNÉTICAS DA MATÉRIA 


1. Campo magnético na matéria 


Até agora estudamos os efeitos magnéticos de correntes elétricas 
no vácuo. Vamos considerar agora o caso em que as correntes fazem 
sentir seus efeitos na presença da matéria. 


Em particular, mostramos no capítulo x1I que o campo magnético 
no interior de um solenóide infinito que tem n espiras por metro e conduz 
uma corrente 1 é dado pela expressão 


Bo = uont 
(usaremos o índice em Bo para indicar o campo no vácuo). 
O coeficiente de auto-indução do solenóide é dado por 
L= Aun? 
onde 4 é a área da seção reta. 


Se agora o espaço no interior do solenóide fôr preenchido por um 
material qualquer, pode-se verificar que o campo no interior do solenóide 
passa a ser 


— 


—» 
B = vB, 


O coeficiente de auto-indução do solenóide passa a ser 
L — u Lo 


onde u é uma constante de proporcionalidade característica da substância, 


denominada permeabilidade magnética relativa. Ela é análoga à constante 
dielétrica K que é característica das propriedades elétricas do material. 


Vimos no caso dos dielétricos que K é sempre maior do que 1. Para 
o caso do campo magnético, obtém-se porém um resultado muito inte- 
ressante 
uluo 2 1 


isto é, pode ser maior ou menor do que 1. 
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A tabela 1 dá uma idéia dos valôres de u para diferentes subs- 
tâncias. 


As substâncias com u/uy > 1 são denominadas paramagnéticas; as 
com u/uo < 1 são denominadas diamagnéticas. 


TABELA 1 


PROPRIEDADES MAGNÉTICAS DA MATÉRIA 






































SUBSTÂNCIAS PARAMAGNÉTICAS | uluo 
Oxigênio líquido. ....ccccccccccc 1+3,46x 1073 = 1,00346 
DETAQIOS is meça à bar a aids a qd SS 1+48,25x 1074 = 1,000825 
DIM aos ias eai ab SE as ia bd SR a 1+2,93X10-4 = 1,000293 
ALUNO tas SAS e De aa GLS 1+42,14x 1075 = 1,0000214 
Oxigênio(!). e 1+1,79X10-8 = 1,00000179 
NT tos caco cia a e ai Sida ci a 1+3,65X 1077 = 1,000000365 
Tons de samário.....ccccccicciiiii 1,5 
Tons de -diMÓsio posa cá ci pd ERAS E EE EEE DR 10,5 
Íons do grupo férrico do vanádio ao cobre...... mo1,75 
Íons de sais ferrosos..........ciciiiiicciii ms6 

SUBSTÂNCIAS DIAMAGNÉTICAS uluo 

1 BiSMULO separa do TR Ea ss A 1-16,7x 107º = 0,999833 

QUATIZO uni reli a ae ad abunda 1-1,51xX 1075 = 0,9999849 
Água..... DD Pa SÓ SRU RR a A 1-0,88xX 10-5 = 0,9999912 
MEECUBOS essa a de ea id Rad Mt da 1-3,23x 107º = 0,9999677 
PRADA A e BATE E AA di A DE A 1-2,64xX 1075 = 0,9999736 
Chumbo erpnscarpaas Ee BU Sa Se Dad 1-1,69x 1075 = 0,9999831 
Cobre spas pd Da dE 1-0,94 x 10-º = 0,9999906 
ATEQUIOO Nas papa DES US Ee SÍ STO a 1-0,945x 10º = 0,99999055 
Hidrogênio(?). .susussars criaria da io qa a E 1-0,208x 1075 = 0,99999792 





(*) Em condições normais de temperatura e pressão. 


Existem também algumas substâncias com propriedades do tipo 
paramagnético, isto é, que aumentam o valor do campo B de uma maneira 
extraordinâriamente intensa; elas são: o ferro, a magnetita e certas 
ligas de ferro para as quais u/uo pode atingir valôres maiores que 1.000. 


Esta diversidade de comportamento dos materiais no que se refere 
às suas propriedades magnéticas mostra que o problema não é tão simples 
como o dos dielétricos. Discutiremos neste capítulo as teorias que têm 
sido feitas para explicar êstes fenômenos. 


814 Fisica geral e experimental 


2. Diamagnetismo 


Sabemos que uma descrição simples dos átomos consiste em pensá-los 
como formados de um núcleo positivo em tôrno do qual giram elétrons 
negativos. 

A questão que vamos investigar é a seguinte: se um elétron se move 
numa órbita circular, quais os efeitos magnéticos que devem ser esperados ? 
Na fig. 335 vemos um elétron visualizado como uma partícula portadora 
de carga elétrica concentrada e, movendo-se com velocidade v numa 
trajetória circular de raio r. No centro da órbita está a carga nuclear 
positiva imóvel tornando o sistema eletricamente neutro. 


NÚCLEO 





Fia. 335 


Em qualquer instante, o elétron e a carga positiva constituem um 
dipolo elétrico, mas a média no tempo do momento de dipolo elétrico 
é zero, não produzindo um campo eletrostático. O campo magnético do 
sistema, porém, não é zero em média: é o campo de um anel de corrente. 
A corrente é a quantidade de carga que passa num dado ponto do anel, 
por segundo. 


Como o elétron faz v/2m r rotações por segundo, a corrente em amperes, 


com e em coulombs, é 
ev 


277 





[= 





I= ey 





e4fr 
Fra. 336 
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O elétron na sua órbita é equivalente a um anel de corrente com essa 
intensidade, no sentido de deslocamento de cargas positivas, oposto à v, 
como mostra a fig. 336. O campo à grande distância pode ser interpretado 
como sendo devido a um dipolo magnético, de intensidade(*) (ver 
cap. XI, seção 4). 


MS Se (ver cap. X1.4) 


Por que não observamos os campos magnéticos de todos os elétrons 
de um átomo? A resposta é que deve haver um cancelamento mútuo. 
Num bloco de matéria deve haver tantos elétrons girando num sentido 
quanto no outro. fiste deve ser o caso, porque não há nada que torne 
um sentido de rotação intrinsecamente mais fácil do que outro ou permita 
que uma direção se destaque de outras. 


Podemos imaginar um bloco de matéria (na ausência de qualquer 
campo magnético externo) como contendo inúmeros elétrons girantes, 
com quantidades de movimento angular e momentos magnéticos as- 
sociados, distribuídos uniformemente em tôdas as direções do espaço. 
Considere aquelas órbitas que têm seus planos aproximadamente paralelos 


ao plano xy, nas quais deve haver igual número de elétrons com m para 
cima e com m para baixo. 

Verifiquemos o que acontece com uma dessas órbitas quando aplicamos 
um campo magnético B externo na direção de z (fig. 337). 


Sob a ação dêste campo surge uma fôrça adicional 
— > — 
Fr=-e vAB; Fr=evB 
atuando sôbre o elétron. 


Esta fôrça atua na direção radial mas seu sentido é diferente para 
elétrons girando no sentido horário e no sentido anti-horário. 


(*) Observemos de passagem que existe uma relação simples entre o momento magnético m associado 
ao elétron orbital, e a sua quantidade de movimento angular, L. A quantidade de movimento angular é 
um vetor de intensidade L = m, vr, onde m, representa a massa do elétron que aponta para baixo se o 


elétron estiver girando no sentido indicado na fig. 336. Observe que o produto vr aparece em ambos m 
e L. Tendo em vista o sentido, podemos escrever 





Lembremos agora da propriedade importante de qualquer órbita num campo central: a quantidade de 
movimento angular é uma constante do movimento. Segue então da relação expressa na equação acima que 
sempre que a quantidade de movimento angular se conserva, o momento magnético permanece também 
constante em intensidade e direção. O fator 


-e 
2me 





denomina-se razão magnetomecânica orbital ou giromagnética do elétron. 
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x x 
x x x 
X x XxX 
x x XxX 
x x x 
x x x 
= — Aa) 
Y X XxX 
CE 
Fira. 337 


À equação de movimento dos elétrons fica sendo então 
Sentido anti-horário: Fe - Fr=ma = mw?r 
Sentido horário :Fet-Fo=ma=mo? r 
Fs é a fôrça sôbre o elétron na ausência do campo 
F'p =m wir 


Então 
mM wa T + ewvrB=mw?r 


w2 + (5) w-w? = 0 
m 0 


Vamos tentar uma solução do tipo 
O = Wo + Aw 


onde Aw << wc. Isto significa que estamos supondo que a velocidade 
angular dos elétrons não se altera muito sob a ação de B,o que é razoável, 
já que o diamagnetismo é um efeito magnético bastante pequeno(*). 


Substituindo acima vem 


log + 2woÃw + (Aw)2] + [Bwo + Bão] — vg = 0 





onde 
eB 
B = 

m 

(9 dE 

wTr = wg”r 2m 
v= vo t Av 

erB (1,6 X 10-19) (0,5 X 10-19) (2) 
A 2 (9,1 X 10-31) e a 


que é efetivamente muito menor do que a velocidade de rotação dos elétrons no átomo, que é da ordem de 
108 mys. 


Fica assim justificada a aproximação Aw << wo. 
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(Aw)2 é desprezível e 8Aw é pequeno comparado com f8wo; portanto 








1 eB 
o = 
ea + o é " 2n 
ou 
eB 
w = won + 2m 


O efeito do campo magnético é aumentar ou diminuir a velocidade 
angular, dependendo do sentido de rotação do elétron. A velocidade 
angular é reduzida para rotação no sentido anti-horário, aumentando 
no sentido horário. 


Com o aumento (ou diminuição) da velocidade os momentos magné- 
ticos não mais se cancelam. 


> > > > > 
u + Au-—(u-Au) = 2Ay 
PR: És > 
O campo B induz um momento magnético induzido de valor 2Au, 


que tem a direção oposta a B (fig. 338). 


— 2. — — — — — —  —— — 


Ho m + Au 
as B 
2â u 
-H = Er Au 
B-0 
(a) (b) 
Fira. 338 


3. Paramagnetismo 


O elétron possui uma quantidade de movimento angular que não 
tem nada a ver com seu movimento orbital. Em muitos aspectos, êle 
se comporta como se girasse continuamente em tôrno de um eixo próprio. 
Essa propriedade é denominada spin. Quando se mede a intensidade 
da quantidade de movimento angular de spin, obtém-se sempre o mesmo 
resultado: h/4r, onde h é a constante de Planck. O spin do elétron é um 
fenômeno quântico. Seu significado para nós agora reside no fato de 
que há um momento magnético associado com esta quantidade de movimento 
angular intrínseca. 
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Êsste momento magnético aponta no 

MOMENTO ANGULAR: Jr sentido que se esperaria se visualizásse- 

mos o elétron como uma esfera negativa 

de carga girando em tôrno de seu eixo, 

isto é, o vetor momento magnético é an- 

tiparalelo ao vetor quantidade de movi- 

mento angular de spin, como indicado na 

fig. 339. O momento magnético, entre- 

a tanto, é duas vêzes maior, relativamente 

4fime à quantidade de movimento angular, do 
Fira. 339 que no caso do móvimento orbital. 







A «—— ELETRON 





y MOMENTO MAGNÉTICO: 


Não é possível fazer um modêlo clás- 
sico do elétron; suas propriedades são essencialmente quânticas. Éle se 
comporta porém como se fôsse um ancl de corrente nos seguintes 
aspectos: 


a) produz um campo magnético que, a distância, é o de um dipolo 
magnético; 


b) num campo externo B, sofre um conjugado igual ao que apareceria 
num anel de corrente com momento de dipolo equivalente; 


—> 
c) dentro da fonte, div B = O em todos os pontos, como nas fontes 
comuns de campo magnético que nos são familiares. 


Uma vez que a intensidade do momento magnético de spin é sempre 
a mesma, a única coisa em que o campo externo pode influir é na sua 
direção. 

Se os momentos de spin de elétron numa substância fôssem livres 


—> 
para se orientar, êles prefeririam a orientação do campo aplicado B, a 
orientação de menor energia, e o campo magnético resultante seria con- 
siderável, o que não é o caso para substâncias paramagnéticas. 


À explicação é que o alinhamento dos momentos dos elétrons está 
muito longe de ser perfeito. A agitação térmica tende sempre a criar uma 
distribuição caótica, ao acaso, de direções para os eixos de spin. O grau 
de alinhamento que realmente prevalece representa um compromisso 
entre a preferência pela direção de energia mais baixa e a influência deso- 
rientadora. A quantidade de momento magnético total é geralmente 


— 


proporcional ao campo aplicado B, e inversamente proporcional à tem- 
peratura absoluta T. 


Por que tôdas as substâncias não são paramagnéticas? A razão é 
que na maioria dos átomos e moléculas, os elétrons estão agrupados em 
pares com spins obrigados a apontar em direções opostas, indiferentes 
ao campo aplicado. Como resultado os momentos magnéticos dos elétrons 
do par cancelam-se mútuamente. Tudo o que resta é o diamagnetismo, 
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de que já tratamos. Umas poucas moléculas contêm um número ímpar 
de elétrons, e nessas o cancelamento total em pares é ôbviamente impossível. 
Óxido nítrico, NO, com 15 elétrons na molécula é um exemplo de substância 
paramagnética. A molécula de oxigênio, O», contém um número par de 
elétrons, mas acontece que sua estrutura eletrônica favorece o não can- 
celamento de dois spins dos elétrons. Em alguns grupos de elementos, 
principalmente nos elementos ao redor do gadolínio na tabela periódica, 
e também naqueles ao redor do ferro, os átomos contêm elétrons com spin 
não compensados, os quais são relativamente livres de se orientarem num 
campo magnético. (O momento magnético de tal átomo frequentemente 
inclui também alguma contribuição do movimento orbital.) Nos condu- 
tores metálicos os elétrons livres que perambulam através do metal têm 
no todo um comportamento fracamente paramagnético. 


4. Susceptibilidade magnética 


Vimos que as substâncias dia e paramagnéticas apresentam um 
momento magnético proporcional ao campo aplicado. 


Deixando de lado efeitos de “saturação”, a relação entre o momento 
e o campo aplicado é linear, de tal forma que podemos caracterizar as 
propriedades magnéticas de uma substância pela relação entre o momento 
induzido e o campo aplicado. Iista relação (a menos de uma constante) 
denomina-se susceptibilidade magnética. Conforme escolhamos o momento 
de lkg de material, de Im? de material, ou de 1 mol, definimos a sus- 
ceptibilidade específica, susceptibilidade volumétrica ou susceptibilidade 
molar. Nossa discussão acima (seção 2) sugere que para substâncias 
diamagnéticas a susceptibilidade específica, baseada no momento induzido 
por quilograma, deveria ser muito aproximadamente a mesma para tôdas 
as substâncias. Entretanto, a susceptibilidade volumétrica, baseada no 
momento magnético induzido por metro cúbico, é mais importante para 
as considerações presentes. 


Denominamos o momento magnético por unidade de volume 


eis 
polarização magnética, ou magnetização, indicando-a pelo símbolo M. 
Como o momento magnético tem as dimensões de corrente X área, à 
magnetização ou momento magnético por unidade de volume será dada 
em ampêres/metro (Lembre-se que a polarização elétrica é dada em 
carga/área, isto é, momento de dipolo/volume.) Se definirmos a suscep- 
tibilidade magnética volumétrica, indicada por xm, pela relação 

—, 1 — 

M = aid 

LL 





a susceptibilidade será um número adimensional, negativo para substâncias 
diamagnéticas, positivo para as paramagnéticas. Esse procedimento é 
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análogo ao procedimento seguido no capítulo xvI onde definimos a sus- 
ceptibilidade elétrica Xe, pela razão (a menos de uma constante eo), entre 


a polarização elétrica Pp e o campo elétrico E. Veremos adiante que essa 
analogia vai além porque o B macroscópico é. a média do B microscópico, 
tal como o E macroscópico é a média do E microscópico. 


Valôres típicos de xm para substâncias diamagnéticas e paramagné- 
ticas são dados na tabela 2 


TABELA 2 


VALÔRES DA SUSCEPTIBILIDADE MAGNÉTICA 
































SUBSTÂNCIAS DIAMAGNÉTICAS X 
BisMULO. .spsica ss ae ais rã a -16,7 XxX 108 
QUALLZO essas Gs asa sá — 1,51 X 
APS sds a q Ve SANTA — 0,88 
MercÚb ass ai pr a ços — 3,25 
Dal sos qo dao baia ad — 2,64 
Chumbo ass sites ds Silo — 1,69 
CoObio opa Rand — 0,94 
SUBSTÂNCIAS PARAMAGNÉTICAS X 
Oxigênio líquido... .......... 3,46 X 1073 
PalÂdIOs us ras Seade gia 8,25 X 1074 
DINA a pis e td 2,93 x 1074 
Alumínio.........ccc.c..... 2,14 X 1075 


d. O campo magnético causado 
pela matéria magnetizada 


Um bloco de matéria que contenha um grande número de dipolos 
magnéticos atômicos, todos êles apontando no mesmo sentido, unifor- 
memente distribuídos no seu volume, se diz uniformemente magnetizado. 


O vetor magnetização M é simplesmente o produto do número de dipolos 


orientados por unidade de volume pelo momento m de cada dipolo. Dese- 
jamos estudar aqui o campo produzido por êsses dipolos. 
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Consideremos primeiramente uma camada do material de espessura 
dz, cortada perpendicularmente à direção de magnetização, como mostra 
a fig. 340. Essa camada pode ser subdividida em pequenas pastilhas 
que têm a face superior de área ds, contendo um momento total de dipolo 


igual a M ds dz, uma vez que M é o momento de dipolo por unidade de 
volume (fig. 340). O campo magnético que essa pastilha produz em todos 
os pontos distantes — distância comparada com as dimensões da pastilha — 
é o de um dipolo com o mesmo momento magnético. 


Poderíamos construir um dipolo dessa intensidade, ajustando no 
contôrno da pastilha uma cinta condutora de largura dz, e fazendo circuiar 
nessa cinta a corrente 1 = M dz (fig. 340). 


Ela dará à cinta um momento de dipolo 
m =IXárea =Mads dz 


o qual é o mesmo que o da pastilha. 


— — 
I=Mdz 





Fra. 340 


Vamos substituir cada pastilha por um anel de corrente, como indicado 
na fig. 341. As correntes são as mesmas em todos êles e, portanto, nas 
fronteiras comuns, interiores, elas têm sentidos opostos, equivalentes 
à corrente. nula. 
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Fira. 341 


o 3 dz 
uu = 
Di = Em 
, ) 

Nosso “reticulado” de espiras é, portanto, equivalente a uma única fita 
contornando a fatia, percorrida pela corrente M dz (fig. 341). Resta 
é então equivalente à fita larga da fig. 341, por onde passa a corrente 
I = M dz (em amperes) em cada faixa de largura dz ou, mais simplesmente, 
uma corrente superficial de densidade J (em ampêres/metro) dada por 


eg, 
apenas reconstruir todo o bloco a partir de tais lâminas. O bloco inteiro 
Jd=M 


J não é a densidade de corrente j, que é medida em ampêres/metro”. 


O campo magnético B em qualquer ponto fora do bloco magnetizado, 
na fig. 341, e mesmo perto do bloco, desde que não nos aproximemos das 


distâncias moleculares, é o mesmo que o campo B” no ponto correspondente 
na vizinhança da fita de corrente da fig. 341. 


Mas, e o campo dentro do bloco magnetizado ? Aqui nos deparamos 
com uma questão semelhante àquela encontrada no capítulo em que 
discutimos os dielétricos. Dentro da matéria, o campo magnético na 
escala atômica (que temos denominado ''microscópica”) não é uniforme. 
Éle varia bruscamente em intensidade e direção entre pontos separados 
apenas de uns poucos angstrons. O único campo que pode ser definido 
de modo unívoco dentro da matéria numa escala não atômica é a média 
espacial do campo microscópico. 


Para demonstrar isso, consideremos um longo bastão cilíndrico 
uniformemente magnetizado segundo seu eixo, visto na fig. 342. Acaba- 
mos de mostrar que o campo externo é o mesmo que o de um longo 
cilindro de corrente (praticamente equivalente a um solenóide de uma ca- 
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mada), visto na fig. 342. 5, na fig. 342 
indica uma superfície fechada que inclui a 
superfície S; passando através do interior 


—», 
do bastão. Como div B =0, tanto para 
o campo microscópico Interno como para 


—) 
o externo, div B é zero em todo o vo- 
lume envolvido por S. Segue-se do teore- 


ma de Gauss que o fluxo de B através 
da superfície fechada S é também zero. 
Nas partes de S situadas externamente ao 


cilindro B e B' são idênticos(*). Por- 


tanto, o fluxo de B no disco interno 8; 








E 
deve ser igual ao fluxo de B no mesmo 
disco. Isso deve valer também para 
qualquer disco paralelo ao primeiro, por- 
que o campo externo do cilindro nas 
vizinhanças de S;, é desprezível, e assim 
na parte externa não há mudança alguma. 
Segue-se que a média espacial do campo 











—s 
microscópico B dentro do bastão magne- 





tizado é igual ao campo B dentro da 
bainha de corrente da fig. 340. 














Fic. 342 


—s 
6. Correntes livres e o campo H 


Frequentemente, é útil a distinção entre correntes ligadas e correntes 
livres. Correntes ligadas são correntes associadas com momentos magnéticos 
atômicos ou moleculares, incluindo o momento magnético intrínseco de 
partículas com spin. Essas são as espiras de corrente molecular postuladas 
por Ampére, a fonte da magnetização que acabamos de examinar. Cor- 
rentes livres são as correntes de condução comuns que existem em trechos 
macroscópicos — correntes que podem ser iniciadas e interrompidas com 
uma chave e medidas com um amperômetro. 


A densidade de corrente, que é a média macroscópica das correntes 


—>, 
ligadas, será daqui em diante caracterizada por ig. Pode-se demonstrar 
(ver Apêndice no fim dêste capítulo) que 


Ilig = rot M 








= > 
(*) B é o campo do bastão magnetizado e B' o campo do solenóide equivalente. 
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—s, 
Vimos no cap. x1 que B, fora da matéria e também dentro da matéria 
(quando se usa o campo macroscópico), relaciona-se com jli da mesma 


forma que qualquer densidade de corrente: rot B = uoJ), na ausência 
de correntes livres. O campo que elas produzem simplesmente se adiciona 
ao campo criado pela matéria magnetizada e temos 


= > = = 
rot B = uo (jlig +jliv) = vojtotal 
prai PR dr . Mo, 
Vamos exprimir 71g em função de M pela equação acima: rot M = Jp. 
Então Bad ia a 
rot B = vo (rotM) + uojlig 


que pode ser reescrita como 
= 
rot E -M ) - Jliv 
Se agora definirmos uma função vetorial H(x, y, 2) em cada ponto 


do espaço pela relação 


BB > B 
Eee, ves UNA dim B 
Lo uLo 


= 





a equação anterior pode ser escrita *: 
E rs 
rot H = gliv 


—) 
Em outras palavras, o vetor H, definido acima, relaciona-se com a 


—> 
corrente livre da mesma forma que B (a menos de uma constante) se 
relaciona com a corrente total (correntes ligadas mais correntes livres). 


P e B e ETR ms e 
No vácuo H = —, pois M deve ser zero onde não houver matéria. O 
Mo — 
paralelismo não é entretanto completo, porque sempre temos div E = 0, 
— 


enquanto que nossa função vetorial H não tem necessàriamente divergência 
nula. 


7. Ferromagnetismo 


As propriedades especiais que um material como o ferro apresenta 
do ponto de vista do magnetismo podem ser estudadas com facilidade 
com o arranjo experimental da fig. 343. 


(*) Observe que, se substituirmos M por 
u 
Ho 





Xm B, obteremos a relação 


=1+ Am 
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mo 
8 





SECUNDÁRIO 
Fig. 343 


Ao redor de um toróide de ferro acham-se enroladas duas bobinas. 
Usar um toróide assegura um campo priticamente uniforme no interior 
do ferro. Pela medida de voltagem induzida numa das bobinas (secundário) 

—s> 
podemos determinar mudanças de fluxo e, portanto, o valor de B dentro 
do ferro. 

O campo no vácuo é dado por 

H = mm 
Bo = um 
Na presença de ferro 
B = “vB, = uuo H 
Esta equação deve ser interpretada como uma definição de 


B B 
B)= > = + 
u(B) Bs noH 


Um gráfico de u(B) em função de B é dado na fig. 344 para o ferro. 


2000 





B (webers /nê) 
Fia. 344 
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Uma outra maneira de externar as 
mesmas propriedades é fazer um gráfico 
de B em função de H. 


A fig. 345 mostra êste gráfico para o 
ferro. 

Começamos com H = 0, B = 0, na 
origem; um aumento de H causa um 
aumento não linear de B, lento a princípio, 
rápido a seguir e finalmente ocorre um 
nivelamento em que qualquer aumento 
adicional de H (além de Hmsx) não provoca 
mais aumento em B(Bmax). O ferro atinge 
um estado de saturação. Esta curva se 
chama curva de magnetização. 


Se agora formos diminuindo H, a 
curva de magnetização não se retraça 
mas 5B cai mais lentamente do que na subida. Quando H = 0,0 
campo B não é zero e tem um valor (B,) que se chama remanência; 
o ferro se tornou assim permanentemente magnetizado e os ímãs perma- 
nentes que se usam na prática são feitos desta forma: se desejarmos eliminar 
o magnetismo de ferro é preciso aplicar um campo H no sentido contrário 
de valor H., chamado fôrça coerciva. A partir dêste ponto para valôres 
de H cada vez maiores neste sentido uma curva de magnetização é traçada 
até se atingir novamente uma região de saturação. 


Se tornarmos a aumentar H desde Hyin até Hx, obteremos um 
outro ramo da curva de magnetização; a curva completa se chama 
ciclo de histerese. 


Se examinarmos detalhadamente uma curva de magnetização po- 
demos observar que o aumento de B com H se faz de uma maneira 
especial: superposto ao aumento geral de B existem flutuações internas 
no campo; êste efeito se chama efeito Barkchausen (fig. 346). 





H 
Fira. 346 
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Vejamos agora qual é a explicação do ferromagnetismo. Parece 
claro que o ferromagnetismo é um tipo de paramagnetismo muito acen- 
tuado em que o alinhamento dos momentos magnéticos dos átomos se 
dá em grande escala. 

Há porém um fato muito interessante referente aos materiais fer- 
romagnéticos em que êles se comportam diferentemente dos materiais 
paramagnéticos. 


À medida que a temperatura aumenta, o alinhamento dos spins e 
momentos magnéticos dos átomos (e, portanto, o paramagnetismo na 
presença de um campo externo) diminuem. Há duas tendências opostas 
aqui: o alinhamento dos spins e o desalinhamento que o aumento da 
temperatura provoca. 

Com materiais ferromagnéticos, porém, algo de diferente ocorre: numa 
temperatura de 770ºC (para o ferro), o ferromagnetismo do ferro (num 
ímã permanente, por exemplo) desaparece por completo; resfriado abaixo 
de 770ºC (sempre com o campo externo presente) êle reaparece novamente, 
Esta temperatura de transição se chama ponto de Curie. 


É êste alinhamento espontâneo dos momentos atômicos no mesmo 
sentido que caracteriza o ferromagnetismo. (Combinando êste fato com 
o cfeito Barkhausen e lembrando que os materiais ferromagnéticos são 
feitos de microcristais, podemos formular a seguinte explicação para o 
ferromagnetismo: os materiais são formados por muitos domínios em 
cada um dos quais todos os momentos magnéticos estão alinhados no 
mesmo sentido (fig. 347). 





Fra. 347 Fira. 348 


Num material desmagnetizado, diferentes domínios apontam em 
diferentes direções, distribuídas ao acaso (fig. 348). 

Os domínios são microscópicos e contêm tipicamente 1015 átomos 
com dimensões da ordem de 2,5 X 10-Scm, sendo portanto visíveis 
num microscópio. 
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Se agora aplicarmos um campo externo no material ferromagnético, 
passando corrente numa bobina enrolada em tôrno dêle, o campo B 
alinhará não os momentos magnéticos que já estão alinhados dentro 
dos domínios, mas os próprios domínios e microcristais; isto implica 
movimento dos domínios e, portanto, dispêndio de energia; esta é a 
origem do efeito Barkhausen: as pequenas flutuações na curva de magne- 
tização são devidas à orientação dos microcristais. Além disso, as curvas 
de histerese são devidas ao fato de que após atingir a saturação os domínios 
e microcristais estão totalmente alinhados e se diminuirmos o campo 
externo êles não vão se desarranjar tão fàcilmente, sendo necessária uma 
fôrça coesiva para desalinhá-los completamente. 


Nora: Por que razão existem os domínios? Esta é uma pergunta que está ligada 
à natureza quântica das fôrças que atuam entre os átomos de tipo do ferro (apenas 
alguns elementos da tabela periódica é que apresentam estas propriedades). Embora 
não tenham caráter magnético ou elétrico, estas fôrças (fôrças de exchange: favorecem 
o alinhamento dos átomos, de forma a terem os seus spins paralelos, em lugar de 
arranjo em que são antiparalelos. Assim sendo, em tôrno de cada átomo fornece-se um 
conjunto com spins paralelos que na realidade é um poderoso ímã. 


8. 4 superfície de separação entre meios 
magnéticos 


Dentro de um material magnético dado temos 


—, —> - 
divB =0 e rotH =gj 
— — 

B = uuo H 

— — 

Sej=0, rot H =0 


Se tivermos agora a superfície de separação de dois meios de per- 
meabilidades u; e u>2, podemos estudar qual será o comportamento das 
linhas de fôrça nesta superfície (fig. 349). 





Tia. 349 


nr 4 
Consideremos primeiro o fluxo de B através de uma superfície de 
Gauss com a forma de um tambor que envolve uma área ds da superfície 
(fig. 350): podemos tornar a superfície lateral muito pequena, escolhendo 
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uma altura muito pequena para o tambor; as outras superfícies são para- 


lelas a ds; então 
> so > Ss 
f Ba = f B.nas 


ds = ds 
que dá 
>> > 0 
B,i.nds- Bo .nds =0 
ou 
Bi, cos64 = Ba cos 89 
Bin = Fon 


—s> 
A componente normal de B na superfície de separação é contínua. 
Consideremos agora um caminho fechado paralelo a uma linha de 


—) 
comprimento dl na superfície; os lados maiores estão nos dois meios 
e os lados menores são perpendiculares à superfície (fig. 351). Para êste 
caminho 


H Tá -0 (supondo que não existam 
“4! = correntes nas superfícies). 


] —» — 
Eos frrma=-fiaai-o 
É claro então que 

— > — > 
H,.dl- Ho .dl = 0 
H, sen6, = Ho sen 0> 
H., = Ha, 

A componente tangencial de H na super- 

fície de separação é contínua. 


Como 
Bi = wm uoHh: 
B> = u2 uol» 
podemos combinar as duas condições, 
obtendo 








tg 01 = tg 92 

mou 
te bi Ear Fra. 351 
tg 92 u2 


Se a superfície de separação é entre o ferro (E 5.000) ec o 


ua2 
ar (E = 1) tg 01 1 
uo [Bos > 


As linhas de fôrça tendem da permanecer no material magnético, 
como num condutor. 
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9. Os circuitos magnéticos 


É possível estabelecer uma analogia entre a densidade de corrente 


num condutor e as linhas de fôrça do campo magnético B num material 
magnético; esta analogia é a seguinte 


- — 
j=0cE (para um condutor) 


cmd —> . . 
B = uuo H (para um material magnético) 


O análogo de condutividade o é uno. 

Na ausência de cargas, no caso das correntes, e na ausência de cor- 
rentes, no caso dos materiais, os vetores E e B satisfazem a equação de 
Laplace div E -=0e div B- O; por conseguinte, as linhas de corrente 
e as linhas do campo B são as mesmas para situações análogas. 


Se tivermos por um lado um condutor toroidal de comprimento l e 
seção reta 4, no qual passa uma corrente, e se tivermos, por outro lado, 
material ferromagnético de dimensões análogas formando um circuito 
fechado em tôrno do qual estão enroladas espiras nas quais a passagem 
de corrente cria um campo H (fig. 352), podemos utilizar a referida ana- 
logia para estabelecer as seguintes equações 





e=Ra 0 = Rg 
> > — > 
c=f Edi r=fH.di 
l l 
R=— — QR = — 
o Á uuo À 
CIRCUITO TOROIDAL 
CONDUTOR TOROIDAL DE MATERIAL MAGNE TICO 
A A 





Fic. 352 
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e é a fôrça eletromotriz; 3 é denominada fôrça magnetomotriz; R 
é chamado relutância do circuito magnético. 

Da similaridade destas equações é claro que circuitos magnéticos 
em série e em paralelo podem ser tratados como os circuitos elétricos. 
A relutância de diversos caminhos magnéticos em série, por exemplo, é 
a soma das relutâncias dos caminhos que formam os circuitos. 

Consideremos o esquema da fig. 353, que mostra um circuito 
formado por ferro com um espaçamento de ar que fecha o circuito 


magnético. -s VT; 
Z 


777, 
aci 
mM 







£ 4 
um 


A fôrça magnetomotriz neste caso é 

















%M = nº (n é o número total de espiras) 


A relutância é formada por dois caminhos em série; o que existe 
dentro do material magnético, de comprimento L, e o caminho no ar, 
de comprimento |; as relutâncias dêstes caminhos são 


L l 


Rr = 
= HuoÁ 





Q = Gr + QR1 = 














Então 
due se ni uçÃ 
a 
u 
Portanto 
x = Ré = Ni toá a = Ee 
Bi 1 + — 
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Se + - 50 e u— 5.000, tôda a fôrça magnetomotriz (ni) aparece em 


tôórno do caminho no ar. A relutância da parte do caminho que se en- 
contra no ferro (l;) é negligível. 


Se XL, as linhas de fôrça são paralelas tanto no caminho do ar 
como dentro do ferro, e um campo magnético B igual ao que existe dentro 
do ferro passa a existir nesta região. 


10. Apêndice 


—s — 
Vamos demonstrar aqui, para um caso particular, que rot M = jlig. 


Suponhamos que haja uma magnetização na direção de z, que se torna mais forte 
à medida que caminhamos na direção y. Isso é representado na fig. 354-a, que mostra 
uma pequena região do material, subdividida em pequenos blocos. Admitimos que os 
blocos são tão pequenos que podemos considerar a magnetização uniforme dentro de 
cada um dêles. Substituímos agora cada bloco por uma fita de corrente, com densidade 
superficial de corrente J) = M, (fig. 354-b). A corrente 1 transportada por tal fita, se 
o bloco tem altura Az, é JAz ou M,Az. Cada fita tem um tanto a mais de densidade de 
corrente do que a fita à sua esquerda. 
A corrente em cada espira é maior do 
que a corrente na espira da esquerda por 


9M » 


Al = A2.AM, = Az 
dy 





Em cada interface desta fileira de 
blocos há uma corrente na direção x, de 
intensidade AT (fig. 354-c). Para obter 
a corrente por unidade de área fluindo 
na direção x, devemos multiplicar AI 
pelo número de blocos por unidade de 
área, que é 1/(Ay . 42). Então 


1 9M, 
Ja = da) o 


Outro modo de obter uma corrente 
segundo x é ter uma componente y da 
magnetização que varia segundo z. Se 
investigarmos êsse caso, usando uma co- 
luna vertical de blocos, encontraremos 
finalmente que a densidade de corrente 
resultante é dada por 

oM , 
dz 








J,=- 


Hia. 354 


Propriedades magnéticas da matéria 333 


Superpondo essas duas situações, tem-se 
Ms, oM, 


Hades oy õz 


= (rot M), 








a qual é suficiente para estabelecer a equação 
—>, 


A E 
rot M = J = gjlig 


EXERCÍCIOS 


> 5 Ss 
1. Calcule os campos B, H e M produzidos por um fio retilíneo muito longo, percorrido 
por uma corrente constante 1 = 10,0 A, num ponto à distância r = 0,15m do fio 
nos seguintes casos: 
a) o fio está no vácuo 
b) o fio está num gás paramagnético de constante magnética relativa Km = 1,05 
c) o fio está num gás diamagnético de constante magnética relativa Km = — 0,85 


d) o fio está ao longo do eixo de um cilindro de material ferromagnético, de raio 
R = 0,30m, e constante K,, dada por 


os 
Km = 800X 103 (1-e 12,0) (S.L.U.) 
e) como no item d, com R = 0,10m. 


Solução: 


a) NO VÁCUO 
t 





g Mg 
Já vimos que B = ER 
= 
B = RATO O = 1,33 xXx 10-5T (T = tesla = weber/m?) 


2m X 0,15 


No vácuo, B vale uoH. 


B 1,33 X 10-5 Ae Eus 
Portanto H = o Selos * 10,7 E (= ampêre-espira/metro) 


No vácuo, M = 0 (não há formação de dipolos magnéticos) 


b) NO gás DE Km = 1,05 


A circuitação de H numa circunferência de raio r centrada no fio só depende 
das correntes internas reais. H tem, portanto, o mesmo valor que no item a. 


Mas, agora 
—» —, 


— 
B = ul = Km vo H 








portanto 
B = 1,05 X 1,33 X 10-º = 1,40 x 10-85 T 
Mas 
e O e so DE u8 
H = -M.'.M = — H 
to Mo 
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= B ºB No 
RE Km no o o o (1 =) o Op (1 - 105) 
M = 0,53 Àf 

c) NO GÁS DE Km = - 0,85 


Semelhante ao item b. 


d) NO MATERIAL FERRO MAGNÉTICO 


Km = 4 (1-e-D) 


com 
A = 8,00 X 103 
D = 12,0 Ae 
m 


H continua a ser o mesmo, pois só depende das correntes reais. 


Ae 





H = 10,7 


Portanto 10,7 
Km = 8,00 X 10º (1-e” 12,0 ) 
Km = 8,00 X 103 (1- e —0,890) = 8,00 X 103 X 0,590 = 4,72 X 103 


Daí 


B = Km uoH = 4,72 X 108 X 47 X 10-77 X 10,7 = 6,30 X 10-2 T 


e 1-7) = RO (1-5 ) 
no Km) O ar x 107 4,72 X 10º 


Ae 


o 
| 


M = 5,05 X 104 





e) Qual é a diferença dêste item com o anterior? 


2. Dois fios retos paralelos longos, à distância | = 0,20m, são percorridos por correntes 
iguais e constantes 2, = i2 = 15,0 A. Calcule a variação da fôórça que age entre 


os fios quando o meio é preenchido por um gás de permeabilidade magnética relativa. 
Km = 1,05. 


3. A tabela abaixo resume valôres experimentais medidos no núcleo de ferro de um 
solenóide toroidal. 





B 
Gu 0,00 | 1,23 2as | 233 3,02 | 3,03 | 3,04 














H 
(Ae/jm) | 0,00 | 1,00 | 2,00 | 3,00 | 4,00 | 5,00 | 6,00 


Determine a permeabilidade magnética K,, à susceptibilidade xm, O vetor magne- 


tização e as correntes fictícias de magnetização quando H = 2,50 fe o 
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4. Um solenóide toroidal é formado por um fio de cobre enrolado com N = 800 voltas 
em tôrno de um anel de ferro de diâmetro 2r = 30cm e seção transversal 4 = 10cm?. 
A permeabilidade magnética do ferro é Km = 8.000. O fio é percorrido por uma 
corrente 1 = 1,5 A. Determine o fluxo magnético no anel. 


Solução: 


=) 
a) A circuitação de H na circunferência de raio r igual a 15em é igual à soma das 
correntes reais internas, ou seja 





2ar H = Ni... res 
2mr 
—. 800 X 1,5 + ; Ae 
H = 2 X 0,15 — 1,28 X 10 
Daí B = Ka zo H 


B = 8.000 X 47 X 10-7 X 1,28 XxX 103 = 1,28T 
e, portanto 
q = BS = B.N.A. 


& = 1,28 X 800 X 10-4 = 0,102 weber 
b) Aplicando o conceito de circuito magnético, tem-se 








o RN —fórça magnetomotriz 
are Ro. relutância 
tê 
K - fHxar E o fa=ni 
2mr 
e CG 
R = = l = 2mr 
Kuo 4 Kuo À 
Portanto 
o 277 
(coincide com a solução a? Por quê?) 
5. No anel de ferro do problema anterior existe y 0,5 cms 
um entreferro de d = 0,5cm. Calcule o cam- Re 


po B nesse espaço (fig. 355). 


Solução: 


No entreferro a relutância é 
ld ] R 
EE (pois K = 1) 


No restante do anel à relutância é 








= 1 (2mr e d) 
Ganel Ri Ko E 


Fra. 355 
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A relutância total será 


ou 


Daí 


ou 


e daí 








d 2mr —- d 1 ( o) 
Q = E 
uoÁ E K uo À uoÁ Ra 


il Es + em 


poÁ 
GR NE 
R 1 (E + = 
uoÁ K 
= Ni Ko A K 
é = Dr + dE) 
Na Ko K 








“Par 4 d(K-1) 


EXPERIÊNCIAS DE LABORATÓRIO 


PARTE A: Instrumentos do Laboratório de Eletricidade 


Se Go O 


pe 


Voltômetro. Amperômetro 
Medida de resistências. Lei de Ohm 
Ponte de Wheatstone 

Verificação das leis de Kirchhoff 


Potenciômetro. Estudo das características de 
uma bateria 


Estudo do oscilógrafo — I 
Estudo do oscilógrafo — II 


ParTE B: Experiências sôbre fenômenos elétricos 


a RS RCA E a e 


Estudo de um campo de correntes 
Carga e descarga de um condensador 
Potência entregue por um gerador 

Estudo do campo magnético de uma bobina 
Balança eletrostática 

Fenômenos transitórios em circuitos RLC 
Ressonância num circuito RLC em série 
Ressonância num circuito RLC em paralelo 


PARTE A 


Instrumentos do Laboratório 


de Eletricidade 


1. VOLTÔMETRO. AMPERÔMETRO 
VOLTÔMETRO 


A. OBJETIVO 
Familiarização com o uso do voltômetro, com o princípio da escala múltipla e 
determinação da resistência interna do instrumento. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 
Voltômetros, pilha de telefone, resistor, fios de ligação. 


C. INTRODUÇÃO 

O voltômetro destina-se à medida direta da diferença de potencial entre dois 
pontos do circuito. No caso da fig. 356, o voltômetro deve fornecer a indicação da di- 
ferença de potencial entre os pontos 4 e B. 


Va-Vs = RI I L, A 


Na realidade, o que êle mede é 
Va-Va = RÃ 


Para não desviar apreciâvelmente 
a corrente, o voltômetro deve possuir 
uma resistência interna muito grande 


(Iy = 0), colocada em série com a bobina 
dentro do instrumento 


V B 


Ry =— 
É ly Fira. 356 


a) Voltômetro de escala múltipla 


Inserindo-se em série com o voltômetro resistências adequadas com um seletor 
rotatório, podemos torná-lo um instrumento de escala múltipla. 

Exemplo: Queremos adaptar um voltômetro com fundo de escala 10 V e resistên- 
cia interna 104 ohms para medir tensões até 50 V. Para êste fim, temos que inserir 
uma resistência (Rg) em série, tal que, para 50V, de d.d.p. entre 4 e B, tenhamos no 
voltômetro o consumo igual à corrente anterior 


10 = Rylvy 
50 = (Ry + Rs) Ty 
". Rg = 4Ry = 4 X 10º ohms 


b) Resistência interna por unidade de tensão 

É comum em voltômetros com escalas múltiplas (multímetros) definir a resis- 
tência interna por unidade de tensão de fundo de escala. Por exemplo, a escala de 
6 V de um voltômetro pode corresponder a uma resistência interna de 12.000 ohms. 


342 Física geral e experimental 


Teríamos então para o mesmo uma resistência interna por unidade de tensão de fundo 


sa ER aa 12.000 h 2.000 
ohms 
6 e ampêres 





Já que o consumo de corrente deve ser sempre o mesmo para tôdas as escalas, êste apa- 


. º º 1 S 
relho deve ter para a escala de 120V, a resistência interna de ae no = o: 


É = 240.000 ohms. 
Sabendo-se os valôres das resistências por unidade de tensão do aparelho, pode- 
os ter uma idéia de sua qualidade e compará-lo com outros voltômetros. 
c) Determinação da resistência interna de um voltômetro 


Ligamos o voltômetro diretamente a uma fonte de f.e.m. E, cuja resistência in- 


terna é desprezível em comparação com a resistência interna do instrumento (uma pilha 
tem BR; = () ohm). 
E = Ryly = V (leitura do voltômetro) 


Colocamos em seguida uma grande resistência R em série (CA 20.000 — 40.000 
ohms). 


e R E=(R+Ryly = RIy + EF 


onde E' = Rvyly é à nova leitura do voltômetro, 


, E - E' E' 





ly =——— = —— 
m R Ry 
V Ee daRe o cine dd x 
e a resistência interna do voltômetro 
E' 
Ry = EE R 
Fira. 357 e 


D. PARTE EXPERIMENTAL 
1. Determine a resistência interna de dois voltômetros diferentes do laboratório 
pelo método descrito acima e especifique qual o de melhor qualidade. 


2. Faça um esquema das ligações das diversas resistências de um voltômetro 
“multímetro” relativas aos diversos fundos de escala. 


AMPERÔMETRO 
A. OBJETIVO 
Estudo do instrumento, condutância específica e resistência interna do mesmo. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 
Amperômetro, pilha de telefone, caixas de resistências, fios de ligação. 
C. INTRODUÇÃO 


a) O amperômetro destina-se a medir a intensidade de corrente, sendo, pois, 
atravessado por esta. Para que não a modifique sensivelmente, sua resistência deve 
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ser em geral muito pequena, o que torna o instrumento susceptível de ser danificado, 
quando indevidamente usado. 

A corrente indicada pelo amperômetro é a relação entre a tensão entre os seus 
terminais e a resistência interna do aparelho. 


Por meio de resistências em paralelo con- 
venientemente escolhidas (shunts), o am- 
perômetro pode ser construído com es- 
calas múltiplas. 


Do esquema (fig. 359) segue-se 
Rplp = Rala = Rp(I-T4) 


E Ra + Rp ola 
Rp Fira. 358 





cd: 


Nestas condições, quando através do amperômetro passa a corrente I4, o valor 
da corrente pode ser lido diretamente, desde que na escala do aparelho já conste o fator 


Ra + Rp 
Rp 
Tendo, por exemplo, um amperômetro com fundo de escala 50 X 10-8 e R4 de 400 
ohms, podemos calcular o shunt, para que o fundo de escala passe a corresponder a 
5 X 10-34. 
Da fórmula acima, temos 


Ral 4 400x 50x 10-78 
= ue TO = 405c0hms 
He I- Ia  5X10-3-50X 1078 
Num mesmo amperômetro, as resistências sucessivas podem ser ligadas por meio 
de uma chave rotatória de acôrdo com a fig. 359. 


Vo 
cross 


Fira. 359 


b) Denomina-se condutância específica do amperômetro o valor da condutâán- 
cia por ampêre do fundo da escala. Um instrumento de R4 = 400 ohms e fundo de es- 
cala 50 X 10-8A tem condutância específica 


1 mho 1 
e . 6 e GS E PAR 
( 100 mho ) » (50 X 107º ampêres) 50 E 50 Tts 
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c) A determinação da resistência interna do aparelho R, se faz de acôrdo com o 
esquema da fig. 358, onde 1 é dada por um amperômetro auxiliar. 


Do esquema segue-se 
Rala = Rp (1-T4) 


I-Ta 


*. Ra = Rp ri 





D. PARTE EXPERIMENTAL 


a) Determine a resistência interna de um amperômetro e a sua condutância pelo 
menos nas duas escalas, de acôrdo com o esquema fig. 358. Determine também a 
condutância específica para cada escala. Usando uma pilha, não exceda a corrente de 
20mA. Para Ry escolha valor 10 - 200 ohms. 


b) Tome um amperômetro de escala fixa e, por meio de uma resistência variável 
em paralelo, meça uma corrente de maior valor que a máxima indicada pelo amperô- 
metro. A partir da Ry usada, calcule a resistência interna do medidor. 


2. MEDIDA DE RESISTÊNCIAS. LEI DE OHM 


A. OBJETIVO 


Medir resistências, com montagens convenientes de voltômetros e amperômetros, 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 

Pilha de telefone, amperômetro, voltômetro, resistores, reostato, chave, fios de 
ligação. 
C. INTRODUÇÃO 


Existem duas montagens para medir resistências. Uma delas está esquematizada 
na fig. 360, onde o voltômetro é colocado em paralelo com o resistor e o amperômetro 
em série com o conjunto. 


Medimos R' = TRA 


Esta medida só é admissível quando a resistência R é muito inferior à resistência 
interna do voltômetro Ry. Caso contrário, o voltômetro desviará uma corrente Iy 


apreciável, de tal modo que R = E porém Ivy = ae 
iria É a vão que ABR oa a 
Neg aa VvH RR 
hy Ry Ry 


Chamando-se a relação R'/Ry de x, temos 


R - (— R' = (5) R' 
l-g |-g4 
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Quando R' « Rv (por exemplo, « = >» Rd 
podemos escrever AMY 





1 1+z 
ER = 1+2% 
CC R=R'(1+42) 
O êrro absoluto cometido é 
R-R'=R'z 
e o êrro relativo 
R- R' 
7 z Fra. 360 


Veremos agora a segunda modalidade, a da fig. 361. 

Neste dispositivo comete-se um êrro na medida da tensão na resistência R, devido 
à queda de potencial V4 no amperômetro. Esta modalidade é aplicada quando a re- 
sistência R é muito maior do que a resistência interna do amperômetro. 


Temos 
r = [- Iy 


EVA VE Ve a ão. «(1 Es) 
a = -=R-R=R(- 








V 
Fia. 361 


Como se vê, o método que deve ser usado depende do valor da resistência à ser 
medida e das resistências internas dos medidores. Pode-se verificar que o valor limí- 
trofe é condicionado pela equação 

R = VRaby 
D. PARTE EXPERIMENTAL 

a) Escolha dois resistores, um inferior a 1.000 ohms e outro da ordem de cente- 

nas de kQ (quilo-ohms) e determine seus valôres pelos dois processos. 

b) Calcule em % os desvios dos valôres marcados pela fábrica em cada caso. 


c) Trabalho opcional: calcule os erros relativos para as duas resistências es- 
colhidas usando as fórmulas citadas acima. 
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E. PERGUNTAS 


1. Por que a resistência por volt de um voltômetro na medida de tensão e a 
condutância específica de um amperômetro na medida de corrente deve ser a mesma 
para tôdas as escalas do multímetro ? 


2. Um bom amperômetro deve ter condutância pequena? Justifique. 


3. Conhecendo a resistência interna do voltômetro e amperômetro da parte 1 
e 11 da experiência, calcule o maior valor da resistência que pode ser medida ainda com 
êstes medidores pelo primeiro método. 


LEI DE OHM 


A. OBJETIVO 


Estudo da aplicação da lei de Ohm em circuitos simples. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 


Amperômetro, voltômetro, resistores, chave, bateria, reostato, papel milime- 
trado, fios de ligação. 


C. INTRODUÇÃO 


A relação entre a tensão, a corrente e a resistência num condutor metálico é dada 
pela seguinte lei (de George S. Ohm): mantendo a temperatura e outras condições 
físicas de um condutor metálico inalteradas, a relação entre a diferença de potencial e 
a corrente é uma constante. Esta constante é representada pela resistência do condutor, 
V/I = volts/ampé:es = R (ohms). 

Para medir a corrente num circuito coloca-se em série com o mesmo um ampe- 
rômetro. Sendo a resistência interna dêsse instrumento muito pequena, a corrente 
fica praticamente inalterada. A diferença de potencial entre dois pontos é medida 
com um voltômetro, instrumento de alta resistência interna, sempre colocado em pa- 
ralelo com o circuito cuja diferença de potencial deve ser medida. 

Num circuito completo, alimentado, por exemplo, por uma bateria, deve-se distin- 
guir a fôrça eletromotriz (f.e.m.) da diferença de potencial fornecida, que é menor 
devido à resistência interna da bateria R;n. 


D. PARTE EXPERIMENTAL 


1. Verificar se um condutor metálico é ôhmico, isto é, se obedece À le: de Ohm. 
Monte o circuito da fig. 362. 


E fonte de tensão 

Ry reostato 

Ri, resistor a ser medido 

V voltômeiro 

A —amperômetro 

K chave 

Obtenha vários valôres de 21 e V, 
variando Ry. Construa, em papel mi- 
Fra. 362 limetrado, o gráfico V X 2. 
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2. Associação de resistores em série. 


Monte o circuito ao lado (fig. 363), 
onde Ri,, R>2 e R3 são resistores inferiores 
a 1.000 ohms. Ligue inicialmente o vol- 


tômetro entre 4 e D e depois entre 4 e B, 
Be, CeD. 


Leia o valor da intensidade de cor- 
rente em cada caso. Calcule a relação 
entre as tensões e o valor do resistor 
equivalente à associação. 





Fra. 363 


3. Associação de resistores em paralelo. 


Monte o circuito da fig. 364. Leia a tensão V e a intensidade de corrente total T, 
Em seguida ligue o amperômetro sucessivamente em série com Ri, R2 e Rs. Calcule 
o resistor equivalente à associação e estabeleça a relação entre as intensidades das 


correntes. 
R, Ro Rs 
O 
E 
A o K 


Fira. 364 





E. PERGUNTAS 

1. A partir do gráfico V X à (parte 1) determine o valor de Rj. Pode-se concluir 
que R, é ôhmico? Por quê? 

2. Qual o êrro percentual cometido no cálculo de resistor equivalente da parte 
2? (Considere o valor nominal dos resistores para o cálculo do êrro.) 

3. O êrro cometido no cálculo do resistor equivalente da parte 3 está dentro da 
tolerância admitida pelo fabricante? 





Fta. 365 
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CÓDIGO DE CÔRES 


— SEIE£o E-— 





A B CD 
Fio. 366 
FAIXA CÔR 
A indica o primeiro algarismo significativo da resistência em ohms 
B indica o segundo algarismo significativo 
C indica o multiplicador decimal 
D tolerância em % 
Exemplos A-B-C D /) 
mo 6 Preto cessa O | Ouro seres aia es 5 
E = Rr mo: Marrom ........ 1 | Prata............ 10 
- préto = 0 Vermelho........ 2 | Prêto ou nada... 20 
D - prata = 10% É 
Laranja...... 3 
R = 68.10º + 10% 
Amarelo......... 4 
R = (68 + 10%) 9 Verde........... 5 
2) À = amarelo = 4 Aa atas seleta 6 
B = violeta = 7 Violeta.......... 7 
C = laranja = 3 Cinza........... 8 
D = ouro = 5% Branco.......... 9 
R = (47.103 + 5%) Q 


3. PONTE DE WHEATSTONE 
A. OBJETIVO 
Estudar um método preciso de medida de resistências. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 

Pilha de telefone, galvanômetro, shunt Ayrton, caixa de resistência, resistores 
(de precisão) de razão conhecida, conjunto de resistores (desde 100 até 1 MQ) à serem 
medidos, chaves tipos faca e telegráfica, fios de ligação. 


C. INTRODUÇÃO 

A ponte de Wheatstone consta essencialmente de quatro resistências (Ri, = X, 
resistor desconhecido, R2, caixa de resistências, R3 e Rg4, resistores de razão conhecida) 
montadas segundo o esquema da fig. 367. 

Entre os pontos B e D é colocado um galvanômetro, G, de zero central, que deve 
ser protegido por um shunt (ver adiante). Uma chave telegráfica permite ou não a 
passagem de corrente através de G e outra tipo faca liga à pilha aos pontos 4 e C. 
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Fra. 307 


Conhecendo-se a razão R3/R4, e sendo Rz uma resistência variável de valor conhe- 
cido, podemos determinar o valor de X estando a ponte em equilíbrio, o que acontece 
quando não há passagem de corrente por G, estando as duas chaves ligadas. Então 
decorre que os potenciais em B e D são os mesmos, T, é também a corrente que passa 
por Rz e I> a que passa por Ra. 


Podemos escrever 
X Ih = Rs 1 Rs 


Rali = Re [5 o 





Uma caixa de resistências (com três ou quatro décadas) constitui o resistor va- 
riável R2. A precisão da medida de X depende da precisão de R>2, Rs e R4, e também 
de seus valóres, das características do galvanômetro, sua res'stência interna e sensi- 
bilidade (dada, por exemplo, em microampêres por divisão da escala), principalmente. 
Ela depende também da f.e.m. e da resistência interna da pilha. 


Com a ponte constituída por resistências de precisão de 0,1º e um galvanômetro 
razoàvelmente sensível, podem-se obter resultados com quatro algarismos significativos 
(ao passo que com o ôhmetro se obtém no máximo dois algarismos significativos). 


A ponte não serve (a não ser com modificações) para medir resistências muito bai- 
xas (iguais ou menores que 192) por causa da influência das resistências de contato (nes- 
te caso, iguais a uma fração não desprezível do próprio valor a medir). Resistências 
muito altas também não podem ser medidas, pois diminuem muito a precisão do 
método; as correntes que atravessam (, correspondentes aos valôres de Rz2, próximos 
do equilíbrio poderão ser menores que a corrente mínima que pode detectar o galva- 
nômetro, isto é, à sensibilidade na determinação do valor de equilíbrio de Rz diminui. 
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D. PROTEÇÃO DO GALVANÔMETRO 


A proteção do galvanômetro pode ser conseguida usando apenas uma resistência 
(de algumas dezenas de KºQ, comumente) em paralelo com uma chave (tipo faca) e ambas 
em série com aquêle. Chegando-se ao equilíbrio com a chave aberta, esta é fechada, 
tornando-se a determinar o equilíbrio, agora com a corrente total (já bastante menor) 
passando pelo galvanômetro. 


Entretanto, no laboratório usa-se para proteção o chamado shunt Universal de 
Ayrton (fig. 368). 






9000$% 


fio de ligação com pino 





shunt Ayrton original shunt Ayrton montado no laboratório 
(da L & N) Fra. 368 


Os pontos E e F estão indicados. Começa-se na posição 0,001, determina-se o 
equilíbrio correspondente (variando-se R2 a partir do valor correspondente ao valor 
nominal de X, em geral, conhecido com pelo menos um significativo) e depois muda-se 
a posição para 0,01, atinge-se nôvo equilíbrio, e assim sucessivamente, até a posição 
1. As correntes de equilíbrio serão, aproximadamente, 0,001, 0,01, 0,1 e 1 vez a total. 


E. PROCEDIMENTO 


Escolha a menor das resistências a serem determinadas e monte o circuito da 
fig. 369. 


Antes de iniciar as medidas coloque o shunt de Ayrton na posição de menor sen- 
sibilidade (0,001), alterando a mesma ao se aproximar do equilíbrio. Durante as me- 
didas sucessivas das resistências, pode-se notar que para os maiores valôres (105 ohms) 
a sensibilidade da ponte diminui, tornando-se necessária a substituição do galvanô- 
metro por um instrumento de maior precisão. 
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Construa uma tabela nos moldes da representada abaixo: 











Valor nominal de Razão Ro X Érro absol. 
X (2) Rs/Ra (2) (2) (2) 


Erro perc. 
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F. PERGUNTAS 


1. Explique a necessidade do uso do shunt Ayrton na ponte. Que proteção mais 
simples pode ser usada? 


2. Qual a influência da f.e.m. e da resistência interna da pilha neste método ? 


3. Explique a variação da sensibilidade da ponte em função da resistência do 
galvanômetro. 


4. VERIFICAÇÃO DAS LEIS DE KIRCHHOFF 


A. OBJETIVO 
Verificação das leis de Kirchhoff 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 
Pilhas de voltômetro, amperômetro, chaves, resistores, fios de ligação. 


C. INTRODUÇÃO 


As leis de Kirchhoff são as seguintes: 

a) Em qualquer ponto do circuito, a soma das intensidades das correntes diri- 
gidas para um nó é igual à soma das intensidades das correntes que saem dêsse nó. 
Em outras palavras, a soma algébrica das intensidades das correntes que se encon- 


tram em um nó é nula. 
SI =0 


b) A soma algébrica das f. e. m. em uma malha qualquer de uma rêde é igual à 
soma algébrica dos produtos RI da malha 


ZE = BRI 
Considere o seguinte circuito (fig. 370) 


B K, R, I, Cc 
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Com as chaves fechadas medimos, usando um voltômetro, as tensões Vi; e Va 
através das baterias. Teremos então 


Vi = E, - Rig lh 


in 


Va = Ez - Ri 12 


Conhecendo os valôres de R:,, R>2 e Rs, poderemos estabelecer as três seguintes 
equações: para a malha ABCD 


Vi-Rili+4Rolo-Vo = 0 


para a malha ADFG 
Vo - RaTo - RJ; = 0 


e para o nó D 
lh +1J)-1I3 =0 


Partindo do ponto 4 na direção BCD analisamos a primeira malha. Para parcelas de 
tensão dirigidas do potencial mais alto para o mais baixo aplicamos o sinal (-). As par- 
celas em direção oposta, ou seja, do potencial mais baixo para o mais alto, assinalamos 
com (+). Aplicaremos o mesmo princípio para a malha ADFG. Quanto às correntes, 
aquelas que se dirigem para um nó são consideradas positivas e as que saem do nó, 
negativas. 

As três equações acima permitem calcular as correntes 114, I> e 13. Éste mesmo 
método é usado para calcular os circuitos mais complicados, com maior número de malhas. 





Ri Ro Rs 





ohms | ohms ohms 








330 220 470 
470 330 680 
680 470 1000 
220 220 330 


D. PARTE EXPERIMENTAL 

Utilizando o circuito da fig. 370, calcule as correntes, escolhendo um dos 
seguintes jogos de resistências. 

Uma vez calculadas as correntes, verifique os resultados inserindo um ampe- 
rômetro em cada ramo. Anote as leituras, prestando atenção à polaridade e com 
ambas as chaves fechadas. Calcule a porcentagem do êrro entre as correntes me- 
didas e computadas pela lei de Kirchhoff. 


E. PERGUNTA 

Duas células de f.e. m. 1,5 e 2,0 volts e resistências internas 0,5 e 0,8 ohms, res- 
pectivamente, foram ligadas em paralelo. Qual corrente será fornecida a uma resistên- 
cia externa de 29? 
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5. POTENCIÔMETRO — ESTUDO DAS CARACTERÍSTICAS 
DE UMA BATERIA 


A. OBJETIVO 


Medir a f.e.m. de uma pilha desconhecida sem que esta forneça corrente, ou 
seja, medir uma diferença de potencial sem alterá-la. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 


Pilhas padrão, pilhas de telefone, ponte de fio, caixas de resistências, potenciô- 
metro de Crompton, galvanômetro, shunt de Ayrton, chave dupla, chave de contato 
chave de faca, fios de ligação. 


C. INTRODUÇÃO 


Se entre os extremos 4 e B de um fio condutor e homogêneo de resistência R e 
comprimento L aplicamos uma diferença de votencial E, o condutor será percorrido 
por uma corrente [ e a diferença de potencial V entre um ponto C do fio e o extremo 
B variará linparmente com a distância medida entre C e B. Teremos, pois 


vv. x 
E L 


Se em série a um galvanômetro G ligarmos um 
gerador de f.e.m. e entre os pontos Be €,o galvanôme- 
tro não acusará passagem de corrente quando e = V. 
Nestas condições o circuito se diz em equilíbrio e 


EERETOs eJE = XJL. 


Temos, pois, um meio de comparar duas diferenças de 
potencial a partir da relação entre dois comprimentos. 

É possível construir geradores que mantêm sua 
f.e.m. constante durante longos intervalos de tempo 
(anos), podendo pois ser utilizados como padrões de 
fem. Entretanto, êsses geradores não podem forne- Fra. 371 
cer correntes apreciáveis. 





É, pois, conveniente poder comparar as f.e.m. de dois geradores sem que nenhum 
dêles forneça corrente. Usa-se então o método de comparação. 


Método de comparação: 


Êste método consiste em duas operações: 


1. Equilibra-se o potenciômetro com uma fôrça eletromotriz padrão e,. No equilíbrio 


vale 
En xs 


E L 


2. Equilibra-se o potenciômetro com a f.e.m. que se deseja determinar e,. No equilíbrio 
vale 
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Dividindo estas duas expressões tem-se 
ep Mo X1 
— = ——, isto é, e, = e 

ez e es É o 


Conhecendo-se o valor de e, (que é dado por certificado) e X,/X,, obtém-se e,. 





A rasão X;/X, pode ser obtida de diversas formas. Cada arranjo particular cons- 
titui um tipo de potenciômetro. 


D. PROCEDIMENTO 

1) Inicialmente deve ser montado o potenciômetro indicado na fig. 372. 

A peça básica AB é constituída por um fio de constantan convenientemente 
esticado em frente a uma escala. A resistência total do fio está especificada na peça. 
Como fonte F poderá ser utilizada uma bateria de acum uladores com 2 ou 3 elementos. 
Com base no valor da fôrça eletromotriz dessa bateria e no valor da resistência total 
do fio, calcula-se o valor da resistência R que deve ser inserida no circuito, para que 
se tenha, entre 4 e B, tensão de 2V. 


ph 
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2) Em seguida, montando o circuito, coloca-se o cursor em um ponto C do fio, 
tal que 
AC Ep 
AB Vas 
onde Ep é a fôrça eletromotriz da pilha padrão que vai ser utilizada. (O valor de Ep 
está especificado na pilha.) 





Como o fio é homogêneo 
AC Rac 


AB RAB 





e, portanto, uma vez introduzida a pilha padrão entre AC, fechando-se a chave K, o 
circuito deverá estar aproximadamente equilibrado. 


3) Verifique se isso realmente acontece, fechando o circuito com um toque rápido 
no cursor em C. Haverá provâvelmente um pequeno movimento no ponteiro do gal- 
vanômetro. 


OBSERVAÇÃO IMPORTANTE: Não conserve o circuito fechado em C, pois isto ar- 
cuinaria a pilha padrão. 
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4) Mantendo o cursor na posição determinada em (2), ajuste cuidadosamente a 
resistência R até que, ao tocar no contato C, não se note mais nenhuma deflexão 
do ponteiro do galvanômetro. Nessas condições, o potenciômetro estará calibrado. 


5) O potenciômetro acima será utilizado para determinação da característica 
externa de uma pilha (pilha de Ferry). Para isso, deve-se montar o circuito de carga 
da pilha, que é o indicado na fig. 373, onde 

X é a pilha a ser testada (f.e.m. E, resistência interna r;); 

R é um reostato de cursor; 

A é um amperômetro; 

K' é uma chave unipolar simples. 


Mantendo a chave K' aberta, os pólos da pilha P devem ser ligados aos terminais 
do potenciômetro, de acôrdo com a polaridade indicada. 
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6) Calibrado o potenciômetro e ligado ao circuito de carga da pilha a ser testada, 
efetue as seguintes operações: 


6.1 — Coloque a chave K na posição 2. 


6.2 — Com a chave K' aberta, determine com auxílio do potenciômetro o valor 
de E. Para isso, procure a posição do cursor, sôbre a escala, que não produza deflexão 
do ponteiro do galvanômetro; quando acionada a chave C; anote os resultados na parte 
apropriada da fôlha de relatório. 


6.3 — Feche a chave K' e, atuando sôbre o reostato R, faça com que à pilha P 
forneça uma corrente determinada (por exemplo, 0, 2A); determine râpidamente, para 
essas condições, o correspondente valor de V nos terminais da pilha, por meio do poten- 
ciômetro. Repita o procedimento para, pelo menos, 5 outros valôres da corrente T. 
Anote os valôres obtidos na fôlha de relatório. 


OBSERVAÇÃO: Antes de cada medida, faça uma verificação rápida da calibração 
do potenciômetro. Para isso, mude a chave K para a posição 1 e repita as operações 
indicadas nos itens 3 e 4. 

Na parte apropriada da fôlha de relatório trace, com base nos valôres obtidos, 
a curva característica da pilha. Determine a partir dessa curva a fôrça eletromotriz 
e a resistência interna da pilha. 
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ESTUDO DAS CARACTERÍSTICAS DE UMA BATERIA 


O gerador elétrico, constituído por pilha comum é um exemplo de um bipolo 
ativo simples. A característica de tal bipolo, que exprime a tensão V entre seus 
terminais, em função da corrente I que atravessa o bipolo, pode, de modo geral, ser 
representada por uma reta. Tem-se, então 


V = E -r;l 


As constantes E e r; = tg0 (fig. 374) são respectivamente, a fôrça eletromotriz 
e a resistência interna da pilha em questão. Os 

v(v) geradores com essa característica podem ser 
considerados, para efeito de cálculo, como cons- 
tituídos por um gerador ideal de f.e.m. cons- 
tante É, associado em série com a resistência »,, 
conforme se vê no “circuito equivalente” da 
fig. 374. 

I(A) Observe-se que para 1 = 0, isto é, quando 
não passa corrente pela pilha, ou como se 
costuma dizer, “em circuito aberto”, tem-se 
V=EÊE. 

A tensão que existe entre os terminais do gerador quando em circuito aberto, é 
igual à fôrça eletromotriz E. Por outro lado, em curto circuito (isto é, quando os termi- 

nais são ligados mediante uma resistência externa desprezível), tem-se V = 0 
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- E 
I = Icc ra . E I 
1 
E ; 4 — E V + 
Icc é chamada “corrente de curto circuito”. ! F; 
! 
Evidentemente pera se Vi — 
ne pia Fra. 374 
r4 "4 E 


Se medirmos, então, alguns pares de valôres correspondentes a V e TI, poderemos 
traçar experimentalmente o diagrama da fig. 375, e obter E e ri. 


6. ESTUDO DO OSCILÓGRAFO — I 


A. OBJETIVO 


Compreensão e familiarização com o uso do oscilógrafo. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 


Tubo osciloscópico. 
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Noções gerais sôbre a estrutura do tubo osciloscópico. Um tubo de raios 


catódicos contém essencialmente: 


a) uma fonte de elétrons que 
emite, acelera e focaliza elé- 
trons; 

b) um sistema de placas defle- 
toras (fig. 376); 


c) um indicador sensível à pre- 
sença dos elétrons. 


Um diagrama geral do tubo é 
dado na fig. 377: os elétrons são emi- 
tidos de um filamento incandescente 
(catodo) e atravessam um sistema de 


CATODO 


PLACAS DE 
DEFLEXAO 
VERTICAL 






ANTEPARO 


é FEIXE DE 
;“ELETRONS 


ia 


PLACAS HORIZONTAIS 





Fra. 376 











LENTE 
ELETROSTÁTICA 


PLACAS DE 
DEFLEXÃO 
HORIZONTAL 
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grades e anodos que constituem uma lente eletrostática que agrupa os elétrons num 
feixe de paralelo de aproximadamente Imm? de seção reta. 

Éste feixe atravessa um sistema de placas defletoras, duas horizontais e duas 
verticais que são condensadores planos em cujas placas se pode aplicar voltagens 
externas. 

Após atravessar estas placas os elétrons incidem num anteparo fluorescente onde 
produzem um ponto luminoso cuja posição pode ser alterada pela aplicação de diferen- 
ças de potenciais entre as placas defletoras; com dois sistemas de placas é possível des- 
locar os elétrons no plano horizontal e vertical. 


Se os elétrons entram na região definida pelo par de placas horizontais (deflexão 
ao longo do eixo do y) com velocidade » 


1 E à 
o: mv = eV (V é o potencial acelerador da lente elétrostática) 
2 = 2eV 
“ m 
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Se uma diferença de potencial V, é aplicada entre as placas cuja separação é d 
(fig. 378) 
Vu 
d 





E, = 


Os elétrons adquirem entre as placas uma componente vertical de velocidade 
dada por 
e, e V, 


pe SR 








e 
v 


At é o tempo que os elétrons com velocidade v permanecem dentro da região das placas; 
! é o comprimento das placas. 


V, e V, dl 
tg O = v m d vt 
Substituindo v pelo seu valor 


tg 0 = 
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Portanto, a deflexão no anteparo fluorescente será 
D = Ltgõô 


Pode-se variar a tensão V, aplicada nas placas ligando-as a um circuito como o dado 
na fig. 379. 
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A posição do feixe varia ao longo do eixo dos 3 do oscilógrafo. 

Os resultados obtidos podem ser expressos pela fig. 380. 

Nos oscilógrafos modernos, as tensões não são aplicadas diretamente às placas 
mas através de amplificadores. 


tge 


Fig. 380 


7. ESTUDO DO OSCILÓGRAFO — II 


A. OBJETIVO | 
Comparação de frequências — Figuras de Lissajous. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 
Oscilógrafo e geradores de tensões alternadas. 


As tensões alternadas são aplicadas ao oscilógrafo através de amplificadores 
(fig. 381). 
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placos defietoras horizontais 








cotodo 


ENTRADA 
HORIZONTAL 


placas defletoros verticais 
feixe elotrônico 
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Se uma tensão variável com o tempo (periódica) é aplicada nas placas horizontais, 
o feixe será desviado para cima e para baixo tantas vêzes por segundo quanto fôr a 
frequência da tensão. O desvio será proporcional à tensão aplicada. Se a frequência 
fôr maior do que 10 ciclos por segundo surgirá simplesmente um traço reto e contínuo, 
pois a vista não mais distinguirá o movimento do feixe eletrônico; para isso contribu 
também a persistência da retina e a persistência luminosa da tela fluorescente do osci- 
loscópio (fig. 382). 
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Suponhamos agora que uma tensão senoidal (fig. 3834) 


y = À sen wt 


tempo 
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seja aplicada às placas horizontais e que nas outras placas seja aplicada uma tensão 
recorrente que varia linearmente com o tempo 


Z = dt 


e que defleta o feixe na direção x (fig. 383b). 
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tempo 
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A figura que se observará no anteparo do oscilógrafo é obtida eliminando t entre essas 
duas equações 


v=Asen-a 


ou seja, teremos também uma senóide. O oscilógrafo permite pois visualizar tensões 
variam com o tempo (fig. 384). 
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A tensão linear recorrente se chama dente de serra. 
Suponhamos agora que duas tensões senoidais sejam aplicadas aos pares de placas 
produzindo deflexões (fig. 385) 
Tx =%to sen wl 
y = yo sen (wt + q) 


& é a diferença de fase entre elas. À figura geométrica que o feixe eletrônico descreverá 
pode ser obtida eliminando t entre estas duas equações 


E sen wl (a) 


Rs sen (wt +y) = senwt cosy + seny coswl (b) 
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Xx=Xo sen (vt 


y=yosen(lWt+q) 
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que podem ser escritas como 


z e 
seny = senwt seny [multiplicando (a) por sen q] 
0 


z e z 
Rca o ia cosy = seny coswl | substituindo em (b) sen wt por + | 
0 


Yo To 


Elevando ao quadrado e somando tem-se 





2 9 2 : 
(=) Es as y + (2) = sen?y (equação de uma elipse) 
Lc Toyo Yc 


Qualquer que seja a fase qy, à figura está inscrita num retângulo de lados 2x0 e 2yo0 
(fig. 386). 








-———— Pro 


Fra. 386 
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Para y = O à elipse se reduz a 


2 
(= — E = 0; esta é a equação da diagonal AC (fig. 387). 
0 0 
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Para py = 7/2 e xo =%o à elipse se reduz a um círculo 
q +y? =1 
Se as fregiiências forem diferentes, formam-se figuras de Lissajous; algumas destas 
figuras são fâcilmente identificáveis e permitem a determinação da frequência de uma 
delas, se a outra fôr conhecida. Os exemplos mais importantes são dados nas figuras 
abaixo (figs. 388 e 389). 


Relação de fregiiências 1:3 (diferença de fase q = 0). 






y=yosentt 





Xx=xosen3(ut 





Fra. 388 
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Relação de frequências 3:2 (diferença de fase q = 7/2). 






y=yosentt 


X=xXo sent 
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PARTE B 


Experiências sôbre Fenômenos 


Elétricos 


1. ESTUDO DE UM CAMPO DE CORRENTES 


A. OBJETIVO 
1) Determinar as curvas egiiipotenciais de um campo de correntes estabelecido 
em uma fôlha condutora. 
2) Estudar a variação do potencial e do campo ao longo de linhas de campo. 
3) Evidenciar certas analogias entre campo de corrente e campo eletrostático. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 


Aparelho em que já se encontra papel condutor com eletrodos e sonda mecânica- 
mente acoplada a um lápis-galvanômetro com resistência de proteção — Voltímetro 
O - 30V corrente contínua — Divisor de tensão — Fonte de tensão contínua ajustável 
ou fonte com divisor de tensão. 


C. INTRODUÇÃO 


Quando se tem uma fôlha de papel condutor e nela se apóiam dois eletrodos ligados 
a uma fonte de tensão, estabelece-se na fôlha um campo de correntes estacionárias. 

Em virtude da analogia entre campo eletrostático e campo de corrente, pode-se 
resolver o problema relativo ao campo eletrostático de dois condutores, cuja forma 
reproduz a dos eletrodos, estudando o campo de correntes que se pode estabelecer 
entre êles, quando estiverem imersos em um meio de resistividade finita e não nula. 


E] 


“.k 
À 





papel condutor 
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A fig. 390 mostra o esquema de um circuito com o qual se pode estudar um 
campo de correntes. Em 4 e B estão representados os eletrodos apoiados fortemente 
sôbre o papel condutor. 

Entre os eletrodos 4 e B é aplicada a diferença de potencial que existe entre os 
pontos M' e Q' do circuito divisor de tensão representado na extremidade direita da 
fig. 390. A fonte E é uma fonte de corrente contínua; por exemplo, uma ou duas baterias 
de 12V em série. 

Em S está representada a ponta de uma sonda que é constituída por um 
condutor que pode ser pôsto em contato com os diversos pontos do papel condutor. 
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A sonda S liga-se, através de um galvanômetro G, ao contato móvel M do divisor de 
tensão PMQ. 

Os pontos Q”, Q e o eletrodo B têm um mesmo potencial. Quando o galvanômetro 
G não indicar passagem de corrente, estando a sonda S apoiada no papel condutor, 
tem-se naquele ponto do papel o mesmo potencial do ponto M. O voltímetro V, indicando 
como está a diferença de potencial entre M e Q, estará então dando, também, a diferença 
de potencial entre o ponto em que êle se apóia no papel e o eletrodo B. 

Mudando cuidadosamente a posição da ponta da sonda S, sem mexer na posição 
do contato M, pode-se encontrar muitos outros pontos da superfície do papel condutor 
para os quais o galvanômetro continuará indicando zero. Êsses pontos, por conseguinte, 
estão todos sôbre uma mesma linha eqiuipotencial na superfície do papel condutor. 

As linhas egiiipotenciais do campo elétrico junto à superfície da fôlha condutora 
coincidem com as egiiipotenciais do campo de correntes que se estabelece em virtude 
da relação 


fôlhao de 
relatorio 
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Uma vez obtidas as curvas egiiipotenciais do campo sôbre a fôlha, podem-se ob- 
ter as linhas dé campo com base na propriedade de estas serem, em todos os pontos, 
ortogonais àquelas. 

Na fig. 391 está reproduzida a perspectiva do dispositivo que será utilizado na 
realização do trabalho prático. No lado esquerdo vê-se a fôlha de papel condutor, os 
eletrodos 4 e Be a sonda S. As ligações dessas três partes ao restante do circuito que 
deve ser montado faz-se através das três tomadas representadas na extremidade su- 
perior esquerda. 

A sonda S é acoplada mecânicamente com um lápis, representado em L, na 
fig. 391. 


D. ProcEDIMENTO 
1) Monte o circuito do esquema da fig. 390. No dispositivo representado na fig. 
391 coloque a fôlha de relatório, de modo que, para ela, possa ser transferida a locali- 
zação dos pontos que forem indicados pela extremidade da sonda. Prenda a fóôlha com 
pedaços de fita adesiva, para que sua posição não se altere até o final da experiência. 
2) Com o contato móvel M, em P e a sonda S em Á, ajuste a posição do contato 
móvel M', de forma que o voltímetro indique 24V. Essa será a diferença de poten- 
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cial entre 4 e B. Não modifique mais a posição de M' durante todo o decorrer da ex- 
periência. 

3) Levante a ponta da sonda S, impedindo que ela entre em contato com o papel 
condutor ou com os eletrodos. Ajuste o contato móvel M, do divisor de tensão PMQ, 
de forma que o voltímetro indique, por exemplo, 3V. Procure, então, com a sonda 8, 
um ponto sôbre o papel condutor para o qual o galvanômetro G indique zero. Localizado 
êsse ponto, com o lápis L, marque na fôlha de relatório a posição correspondente. 


4) A partir dêsse primeiro ponto marcado procure, para um lado e outro dêle, 
novos pontos em que o galvanômetro indique zero. Transporte sempre cada ponto 
achado para a fôlha de relatório. Determine tantos pontos quantos forem necessários 
para poder traçar a curva eqiiipotencial correspondente. 


5) Repita os itens 3 e 4, sucessivamente, para outras indicações do voltímetro 
V, de forma a obter de 6 a 8 curvas egiipotenciais regularmente distribuídas (corres- 
pondentes, por exemplo, a 6V, 9V, 12V,...). 

6) Desligando a fonte de tensão, transporte para a fôlha de relatório a posição 
relativa dos eletrodos e, em seguida, retire a fôlha de relatório. 

7) Repetir os itens anteriores utilizando outro aparelho em que os eletrodos tenham 
forma geométrica diferente e a parte apropriada na página do verso da fôlha de re- 
latório. 


8) Em cada um dos dois conjuntos de curvas egiiipotenciais, traçar algumas linhas 
de campo (pelo menos 6 em cada caso). 


RESULTADO TÍPICO: 
Condansados de placas paralelas 





linhos de fôrça 


superficies equipotênciais 


Fic. 392 
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2. CARGA E DESCARGA DE UM CONDENSADOR 


A. OBJETIVO 
Estudar as correntes e tensões transitórias num circuito constituído por um 
capacitor (C) e um resistor (R). 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 
Fonte de tensão DC variável de O a 250V — Um capacitor de 4 a 6uF (250V) 
— Um resistor de 2MQ — Um cronômetro — Um voltômetro de 0 - 300 V DC. 


C. INTRODUÇÃO 


Ao carregarmos um condensador inicialmente descarregado (fig. 393) 
Do. « ee Ea 

1=— e TT =le Tr 1 

R g e VR» 


poa) EE a 


V=Vr+Ve 


iene e Ae) s. = 


— — 


C 


Fio. 393 


di 
vp = hRi=Ve Tr 


Note que Vc4+ Var = V = tensão do gerador (fig. 394). 





Tia. 394 


Na descarga (fig. 395) de um condensador (inicialmente carregado). 


t 
q=VCe 7 = Ge 


+ 
q 


Às tensões no capacitor e no resistor são, res- 





pectivamente 
; + 
to=— = V.e 7 
e e 
aERo 
Fra. 395 vp = Ri=-V.e 7 
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Note que durante a descarga: Vo+Va = O (fig. 396). 





Fra. 396 


D. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Para a execução da experiência deverá ser montado o circuito indicado na fig. 
397, onde 

— G é um gerador de tensão constante V; 

— € é um condensador de alguns F; 

— R é uma resistência de alguns mega-homs; 

— M é um galvanômetro de zero ao centro; 

— Ki, e K> são chaves unipolares de duas 

posições. 

Com a chave K; ligada na posição 1 e a 
<have Ko» desligada, o circuito da fig. 397 permite 
estudar a corrente de carga do condensador. No ins- 
tante em que a chave K: (inicialmente aberta) é fechada na posição 1 (instante inicial), 





Fia. 397 


a corrente de carga adquire instantâneamente o valor 1, = - o ponteiro do galva- 


nômetro, devido à inércia mecânica, não pode mover-se com rapidez suficiente para 
dar essa indicação inicial. No gráfico da fig. 398 vemos, justapostas, as curvas do valor 
real da intensidade da corrente no capacitor (traço cheio) e das indicações dadas pelo 
ponteiro do galvanômetro. As duas curvas só coincidem praticamente a partir do 
instante ti e, portanto, as indicações do instrumento não permitem medir com exatidão 
o valor nicial 1, da corrente. 

A chave Kg foi instalada no circuito com a finalidade de evitar o inconveniente 
acima descrito. Depois de montado o circuito (estando as chaves inicialmente abertas 
e o condensador descarregado), a chave K» deve ser ligada na posição 1. Assim, ao se 

INDICAÇÃO DO PONTEIRO fechar a chave Ki, também na posição 1, o 
CORRENTE DO CAPACITOR condensador permanecerá descarregado, mas 
através da resistência e do galvanômetro 
passará uma corrente de intensidade cons- 





; V É 
tante e igual a Essa é exatamente a ine 


Fra. 398 tensidade da corrente de carga 15 do con- 
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densador no instante inicial. À corrente de carga do condensador, entretanto, só se 
inicia quando a chave Ko fôr aberta. Nessas condições, é possível ao galvanômetro 
dar a indicação do valor da corrente de carga desde êsse instante inicial, uma vez que, 
ao se iniciar essa corrente (no instante em que se abre a chave K»), o ponteiro do ins- 
trumento já se encontra na posição correspondente à indicação correta. 


Com a chave K: ligada na posição 2 e a chave K> desligada, o circuito da fig. 397 
é equivalente ao da figura 395 e permite estudar a corrente de descarga do condensador 
carregado. As dificuldades de medida da corrente no instante inicial são as mesmas 
que as encontradas no caso anterior. Assim, novamente, deve-se recorrer à chave, Ka. 
Depois de carregado o condensador (estando K» aberta), abre-se a chave K,. Em 
seguida fecha-se, sucessivamente, K> na posição 2 e K, também na posição 2. Nessas 
condições, o condensador continua carregado ao mesmo tempo que uma corrente de valor 
Io de sentido e intensidade iguais aos da corrênte inicial de descarga passa permanen- 
temente através do galvanômetro. Quando se abre a chave Ko, inicia-se a corrente 
de descarga através do condensador e sua intensidade pode ser medida pelo galvanô- 
metro desde o instante inicial. 


1) Monte o circuito indicado na fig. 397. 


2) Feche a chave Ks na posição 1 por alguns instantes, a fim de garantir que o 
condensador esteja realmente descarregado (note que a chave Ks na posição 1 põe em 
curto-circuito os terminais do condensador). Em seguida, abra novamente a chave Ks. 

3) Mantendo K; ce Kz abertos, ligue a fonte, ajuste e meça a tensão V, com auxílio 
do voltômetro. 

4) Mantendo K» aberta e operando apenas a chave K, carregue e descarregue 
algumas vêzes o capacitor. Verifique a ordem de grandeza da corrente inicial e da cons- 
tante de tempo do circuito. Note a dificuldade em se medir o valor da corrente inicial 
Io, sem auxílio da chave Ksa. 

5) Carregue e descarregue várias vêzes o capacitor anotando a intensidade das 
correntes de carga e descarga em função do tempo. A duração de cada operação de carga 
ou descarga deve ser da ordem de até 5 vêzes a constante de tempo, do circuito. 


6) Terminadas as operações descarregue o condensador e desligue o circuito. 


E. APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS 


Faça os gráficos (fig. 399): 






(a) 





Eai 


b) 





Em 


Fia. 399 
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Emo 
1 = Içe r 


log e 
og e, 





log 2 = log To ms 


Para determinar 7 faça um gráfico de logi vêzes t (fig. 400). 
A partir do gráfico obtido, determine a constante de tempo 7. 


Note que para t = 7 


logi = log To -loge = log Io — 0,4343 





Fra. 400 


3. POTÊNCIA ENTREGUE POR UM GERADOR 


A. OBJETIVO 
1) Estudar a transferência de potência do gerador para um circuito. 


2) Verificar experimentalmente as condições de máxima transferência de potência. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 


Conjunto de quatro pilhas ligadas em série — reostato 10 ohms — Voltômetro 
fundo de escala 6VY — Amperômetro fundo de escala 1A e dA. 


C. InrrODUÇÃO 

A potêncial total dissipada por um gerador elétrico (uma pilha no caso) se escreve 
como 

Desde frio 

onde r é a resistência interna da pilha, T a corrente que o atravessa e P a potência dis- 
sipada externamente. 

O objetivo dêste trabalho é estudar experimentalmente como varia P em função 
da corrente 1 que atravessa o gerador. 

Quando o gerador está ligado externamente a um resistor R, o valor da resistên- 
cia do circuito externo que extrai de um gerador a máxima potência é Rm = r. 

Essa propriedade pode dar um processo de medida de r: se variarmos a resistên- 
cia do circuito externo até obter potência máxima, o valor de R que corresponde a essa 
potência é igual ao da resistência interna 7 do gerador. 
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D. PROCEDIMENTO 


Primeira parte 


1) Montar o circuito da fig. 401, em que R é um 
resistor variável e P é uma associação de quatro pilhas 
em série. 


2) Fazendo variar a corrente que atravessa o ge- 
rador, variando R no reostato, medir a corrente 1 no 
amperômetro e a correspondente tensão no voltômetro. 
Anotar os resultados numa tabela. 


3) Calcular as potências transferidas ao resistor, 
para cada corrente, e lançar os resultados numa tabela. 





4) Calcular as resistências do circuito externo nos 
Fra. 401 diversos pontos lidos e lançar os resultados na mesma 
tabela. 

5) Traçar a curva característica do gerador e determinar sua fôrça eletromotriz, 

sua corrente de curto-circuito, bem como a resistência interna. 
6) Traçar curvas da potência em função da corrente e da potência em função 
da resistência externa: determinar com auxílio dessas curvas o valor de R corresponden- 
te à potência máxima. Determinar no gráfico, o valor da máxima potência fornecida 


e compará-lo com E2/4r, sendo E e r os valôres obtidos no item 5. (Dar a razão entre 
Pmáx e E2/4r.) 


4. ESTUDO DO CAMPO MAGNÉTICO DE UMA BOBINA 


A. OBJETIVO 


O objetivo da experiência é a medida da indução magnética (B) de uma bobina 
ao longo de seu eixo usando para êste fim uma bobina exploradora. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 


Amperômetro, sistema de bobinas, voltômetro de AC e resistores. 


C. INTRODUÇÃO TEÓRICA 

Pode-se medir o campo magnético de uma bobina utilizando-se o fenômeno da 
indução mútua. 

De acôrdo com a lei de Faraday, uma variação de fluxo através de uma bobina 
induz uma f.e.m., tal que 
dg 
dt 


E 


Se na bobina principal produzimos um fluxo & = &max cos t devemos esperar 
que numa bobina exploradora, mergulhada neste campo, surja uma f.e.m. igual a 


e = emgáx Sen wl = Nôúmáz sen wt 
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a mete 
er= No e Bey= a 


A — área média da bobina exploradora 
N — número de espiras da mesma 
— 2mf = 377 para a rêde de AC 
D. ProcepimeENTO (medida com bobina exploradora,) 
Nesta experiência usa-se o seguinte circuito (fig. 402): 







bobina exploradora 


nau IT e 


E 


R = 100n 


Fira. 402 


O voltômetro indica diretamente a correspondente f. e. m. eficaz. 


Dados típicos da bobina exploradora: 


diâmetro interno de enrolamento d; = 1,5cm 
diâmetro externo de enrolamento dz = 3,0 ou 3,2em 
número de espiras N = 400. 


5. BALANÇA ELETROSTÁTICA 


A. OBJETIVO 
Medir as fôrças do campo elétrico num condensador de placas paralelas: calcular 
a permissividade do ar. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 

1 fonte de alimentação até 3.000V 

1 balança (fig. 403) especialmente preparada, tal que um de seus pratos é a placa 
superior do condensador (diâmetro da placa: 165mm) 

3 distanciadores (altura — 3mm) 

1 caixa com pesos 

1 voltômetro (com várias escalas) 

1 mesinha com a placa inferior do condensador repousando sôbre 3 parafusos 
micrométricos 

1 anel de proteção 
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te— d=16Smm ——s 
ESSA 


É Ê É $=3mm 





FONTE C.C. | 





distânciador parafuso 
Fira. 403 


C. INTRODUÇÃO 

Consideremos um condensador de placas paralelas, de área 4, afastadas de uma 
distância X e ligado a uma fonte de corrente elétrica contínua de V volts. Suponhamos 
que o condensador esteja colocado no ar, cuja permissividade é aproximadamente igual 
à do vácuo (eo). 


Para um deslocamento virtual dz em uma das placas, é necessário um trabalho 


dw, = fdx 
A energia armazenada num condensador de placas paralelas é 


W=120CV? = 1/2 od V2 
onde € = capacidade 
V = diferença de potencial 
A = área das placas do condensador 
x = distância entre as placas do condensador. 


O deslocamento da placa provocará uma alteração da energia armazenada no con- 


densador: 
CW» = 1/2 eo V2/x2 A dz 


onde 4 é a área da placa do capacitor. 


De acôrdo com o princípio da conservação da energia, teremos dw; = «w>. Por- 
tanto 
F=122€e0 4 V2/zx? 
L 2 pas 
ogo 6 = ——>—— 
5 o VZ A 


Desta equação podemos concluir que, mantendo outros valôres fixos, a fôrça 
necessária para separar as placas é proporcional ao quadrado da diferença de potencial 
entre as placas. 

Portanto, se traçarmos um gráfico de F em função de V2, devemos obter uma 


€ 
2 q? 





reta de coeficiente angular 


Experiências de laboratório 877 


D. PROCEDIMENTO 


A primeira operação consiste em nivelar a balança, operação esta que é executada 
por meio dos três parafusos colocados sob a balança. Para conferir o nivelamento 
utilizamo-nos do fio de prumo que se acha colocado ao lado do ponteiro da balança. 

Devemos depois equilibrar a balança, pois os pratos da mesma não têm pesos 
iguais. Devemos aproximar a placa inferior da placa superior do condensador por meio 
de três parafusos micrométricos. 

Os três distanciadores devem apenas tocar ligeiramente a placa móvel superior: 
o fiel da balança deve, nesta posição, indicar o zero da escala. Caso isto não ocorra, 
uma regulação mais fina pode ser efetuada mediante o ajuste de dois parafusos laterais 
que se acham na barra transversal. Para verificar se o aparelho está totalmente ajus- 
tado, devemos colocar no prato dos pesos, uma carga de 50 — 100mg, que será sufi- 
ciente para separar as placas do condensador. EÊste ajuste é crítico e pode provocar 
grandes erros na pesagem. 

Para completarmos as ligações, devemos ligar as fontes de alta tensão (até 3.000V), 
operação que deverá ser feita pelo professor. 

É importante lembrar-se que as balanças são sensíveis a choques e, portanto, 
qualquer operação deve ser feita com o instrumento travado. 


Medida de permissividade do ar 


1) Retire o anel de guarda, caso estiver colocado. 

2) Ligue a alta tensão no valor máximo. 

3) Coloque uma massa de um grama no prato da balança. Espere até o prato 
da balança deixar de oscilar. 

4) Diminua lentamente a tensão até a separação das placas. Anote o valor de 
tensão para a qual as placas se separam. 

5) Repita esta operação mais duas ou três vêzes para a mesma massa, anotando, 
de cada vez, à tensão lida no voltímetro, no momento da separação. 

6) Aumentando gradativamente a massa para 2, 3, 4, etc. gramas, faça três (ou 
mais) leituras da tensão de separação, para cada uma delas. 

7) Faça um gráfico da massa em função do quadrado da tensão de separação 
e determine o valor de eo. 

8) Repita algumas medidas, usando um anel de guarda ligado ao mesmo pólo 
em que está a placa móvel do condensador. 


E. PERGUNTAS 


1) Com a mesma tensão nas placas, o pêso de deslocamento deve ser maior ou 
menor com o uso do anel de guarda? Por que, nesta experiência, o uso do anel de guarda 
não influi sensivelmente nos resultados ? 

2) Quais modificações você sugere para aumentar a precisão da experiência? 
Qual a influência da área das placas e a distância entre elas sôbre a precisão ? 

3) Explique se existe e qual é a influência do campo gravitacional sôbre a ex- 
periência. 
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4) Como influiria nos resultados a eventual substituição dos distanciadores cô- 
nicos por três discos da mesma altura, porém com diâmetro de 2em? 

5) Admita que seus pesos tenham uma imprecisão de 1% e calcule o êrro intro- 
duzido em eo. 

6) Se o voltímetro utilizado tivesse um êrro de 10%, qual seria o êrro introduzido 
em eo? 


6. FENÔMENOS TRANSITÓRIOS EM CIRCUITO RLC 


A. OBJETIVO 
Estudo do comportamento de um circuito RLC em paralelo e em série quando 
submetido a perturbações. 


B. MATERIAL NECESSÁRIO 
Resistores, capacitores, indutores, gerador de onda quadrada, osciloscópio. 


C. INTRODUÇÃO 
Consideremos o circuito da fig. 404: 





Fira. 404 


Suponhamos que o condensador esteja inicialmente carregado e que a chave K 
seja fechada; a equação do circuito é 


d2q 


o dt 





dO qo. 
e 


cuja solução é 
q = Ae cos (wt-— &) 


| Rº 
PO Lar 
A solução (fig. 405) pode ser de três 
tipos, dependendo do valor de R, Le C': 
L : ar 
a) + > C' é imaginário ; 
não há oscilação; o amortecimento é 
Fra. 405 supercrítico. 
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R L . e 

b) o E q oa zero, o amortecimento é crítico. 
R L no a 

Cc) 2 > Co > zero; temos oscilações amortecidas. 


Definição de decréscimo logarítmico. O decréscimo logarítmico é definido 
pela relação ô = loge — =In Em onde 1 e 12 são duas amplitudes máximas suces- 
2 2 


sivas da onda (fig. 406). 


Fira. 406 


onde T é o período da oscilação. 
O decréscimo logarítmico será pois ô = bT. 


Para determinarmos o valor de ô precisamos das amplitudes máximas 1x, que 
são medidas em relação à linha de corrente nula na tela do osciloscópio. Sendo estas 
amplitudes de difícil determinação, uma vez que a linha zero não aparece no osciloscópio 
simultâneamente, com as oscilações amortecidas, vamos utilizar sômente pontos de 
amplitude máxima (41, 42, ..., An) e, para tal, precisamos modificar a expressão 
acima. 

Temos por definição 








E 4 
edil = S 
192 13 tn 
Por outro lado, podemos escrever 
mn 192 ta — 1 W n-1 
In PER go ERRO og Dogi o - = In Ea 
Portanto e ii 
nh— = (n-Dln — 
ln 12 
logo 1 ; 
RS o 
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Para podermos utilizar as oscilações máximas Ai, As, ... A,, consideremos o 
seguinte 
EA A é 
iz! iz ifit Ta 
ix ip E O o 
ia LC às ig ris E 


Onde 2 Re é sempre tomado em módulo (para evitar a notação mais complicada | ke | ; 


: 2 
Tx = tK + “x 








RA sind são Do E 
i2 fo Micael da la CO E 
logo I I 
Eos ade Rd 
Ra n—1 m Ly, 
Ou, usando logaritmos decimais 
2303 lo li, 
“ n-l Gio Lui 


onde n é o número de oscilações completas. 
Na parte experimental, 1; e 1, poderão ser medidos com uma régua na tela do 
osciloscópio. 


Fator de qualidade (Q). Um parâmetro importante no estudo de um circuito 
RLC é o chamado fator de qualidade representado tradicionalmente pela letra Q. É 
um número puro. 


Pode-se definir o fator de qualidade de um circuito RCL pela equação 


wL 
dano 
Onde w = frequência (angular) própria do circuito, em radianos por segundos. Quando 


a fregiiência fôr dada em herz/c/s) lembrar que w = 277. 

L = coeficiente de auto-indução (ou indutância) da bobina em henries. 

R = Resistência total do circuito que consta de duas parcelas R = Roc + Rp 

Rcc é à resistência à corrente contínua (ou ôhmica) que é constante e se 
pode medir fâcilmente. 
Rp é a resistência equivalente às perdas em corrente alternada. 

É função da freqiiência (aumenta com a fregiiência). Só pode ser medida indireta- 

mente pela determinação do Q do circuito. 
Relação entre o decréscimo logarítmico e o fator de qualidade. Vimos 


que 
8 =bT 


lembrando que R 
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1 2x 
o 
segue-se que R 2m P a 
Deo te o = SO 
mM 
ei 


Esta expressão permite calcular o fator da qualidade de um circuito por meio da 
determinação do decremento logarítmico. 


D. PARTE EXPERIMENTAL 


Os fenômenos transitórios ocorrem ao ligar e desligar o circuito. Um gerador 
de onda quadrada equivale a um gerador de corrente contínua e uma chave que liga 
e desliga râpidamente. 

Nesta experiência usaremos um gerador de onda quadrada que liga e desliga 60 
vêzes por segundo. 


Primeira parte: Monte o circuito RLC em série (fig. 407): 


GERADOR DE 
ONDA 
QUADRADA 


OSCILOSCÓPIO 





Fra. 407 


OBSERVAÇÕES 


1.2) Chave comutadora de funções do gerador na posição V (tensão quadrada). 


2.2) Observe que o terra do osciloscópio DEVE NECESSARIAMENTE SEMPRE estar ligado 
no MESMO ponto do circuito em que está o terra do gerador. 


L deve ter o valor entre 200 e 1.000 mH 


C deve ter um valor tal que as oscilações amortecidas apareçam claramente na 
tela do osciloscópio (experimente alguns condensadores entre 0,01 e 1,0 uF). 


P o valor de P vai determinar o amortecimento do circuito. Para ajustar o os- 
ciloscópio, use um valor baixo de KR (por ex. 100 ohms). 


IMPORTANTE. O elemento a ser observado no osciloscópio deverá ser colocado no 
esquema acima na posição de L1, ficando os outros nas posições restantes. 


Por exemplo: para observar como se comporta a voltagem no condensador coloque o 
mesmo na posição de L; e a indutância no lugar do condensador. 


1. Observar a voltagem em R variando o seu valor até obter a figura de amorte- 
tecimento crítico. A êste valor deve-se somar a resistência ôhmica da indutân- 
cia interna da fonte de ondas quadradas (+ 2.000 ohms). Comparar com o 
valor dado pela fórmula (esta é a condição b) da parte teórica). Fazer um es- 
bôço de Vx. 
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2. Alterar o valor de R para obter amortecimento supercrítico. Fazer um esbôço 
de V Re 


3. Idem para oscilações amortecidas. 


4. Observe a voltagem no condensador, para as mesmas três condições, usando 
os mesmos três valôres de resistência como em 1, 2 e 3. 
Faça um esbôço de cada uma das figuras observadas. 


5. Repita o mesmo para à indutância. Faça os três esboços. 


E. PERGUNTA 
Em que diferem as duas figuras observadas na indutância e no condensador ? 
(Há duas diferenças significativas. Uma delas se refere ao instante inicial, em que a 
onda quadrada sobe ou desce, conforme o caso). Procure justificar essas diferenças. 
Segunda parte: Munte o circuito LC seguinte (fig. 408): 


GERADOR DE 
ONDA 
QUADRADA 


OSCILOSCÓPIO 





Fira. 408 


Ops. 1. Uma indutância física equivale a uma indutância ideal em série com 
uma resistência. Portanto, embora não esteja representada no gráfico acima existe 
uma resistência em série com a indutância. 


Oss. 2. Chave comutadora de funções de gerador na posição 1 (corrente). O 
gerador de ondas quadradas nesta função sucessivamente fornece corrente à associa- 
ção LC durante 1/120s e depois fica desligado (em circuito aberto) durante 1/120s ... 
Isto se repete indefinidamente. O osciloscópio permite observar êste fenômeno como 
uma figura estacionária. 


Ops. 3. Importante. As medidas que seguem deverão ser executadas para as 
oscilações que se realizam durante o período de tempo em que o gerador não fornece 
corrente. Estas oscilações se distinguem das outras (do período em que o gerador for- 
nece corrente) por duas características: 


a) estas oscilações começam descendo bruscamente na tela do osciloscópio (quando 
as ligações estiverem corretas, isto é, terra com terra). 


b) estas oscilações são menos amortecidas; sua amplitude cai mais lentamente. 
E. PERGUNTAS 
1. Determine a fregúência da oscilação contando o número de oscilações completas 
que se realizam em 1/120 de segundo. 


2. a) Se à indutância utilizada não fôr uma indutância padrão calcule o valor da 
mesma. 
b) Se a indutância tiver valor conhecido calcule o valor da fregúência própria do 
circuito e compare com o valor obtido experimentalmente. 
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3. Determine o amortecimento logarítmico (8). 

4. Calcule o O do circuito. 

5. Calcule o valor da resistência do circuito (R = Rcc + Rp,). 

6. Meça o valor de Rcc (se já não fôr conhecido) e determine o valor de Rp. 


7. RESSONÂNCIA NUM CIRCUITO RLC EM SÉRIE 


A. OBJETIVO 

Levantamento da curva da impedância de indutores, capacitores e resistores em 
função da fregiiência. Determinação da freqiência de ressonância de um circuito RLC 
em série. 
B. MATERIAL NECESSÁRIO 


Gerador de áudio, voltômetro eletrônico, resistores, capacitores, indutores, papel 
milimetrado. 


C. INTRODUÇÃO 


Consideremos o circuito da fig. 409. Sabemos que a impedância desta combina- 
ção é dada por 


| N2 
= R2 + (aL — =) 
e que a diferença de fase entre a tensão e a 
corrente no circuito é dada por 
1 
L 


Fira. 409 ERR wU 
8 tt 


A condição de ressonância é que a impedância se torne apenas resistiva. Esta 
condição é equivalente a que o ângulo de fase seja nulo, isto é, que tenhamos: 





1 É ; É ; 
wo = E (onde wo é à frequência de ressonância medida em radianos por segundo) 
ou fo = ge (onde fo é a frequência de ressonância medida em hertz). 

27 “LO 


Fazendo variar a freqiência do gerador e medindo a intensidade da corrente, esta 
será máxima para f = fo. 


b) Suponhamos que o valor eficaz da voltagem aplicada ao sistema em ressonância 








seja V. Pelo circuito circulará 1 = + logo a queda de tensão na indutância será, 
na frequência de ressonância, 
V L 
PL =looL=--wL=vV — 
Sendo o fator de qualidade do circuito (Q) definido por Q = ooo E pre 
KR woRC 


temos V; = QV. 


Logo, esta expressão nos mostra que a voltagem na bobina será Q vêzes maior 
que a aplicada ao sistema. 
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O mesmo raciocínio é válido para o capacitor. 


1 


——-—— + Vo = QV 
woU Pool '* e q 


Lembrando que as tensões no capacitor e na indutância estão em oposição de fase, 
as voltagens acima referidas anular-se-ão, restando apenas a tensão em R (quando 
houver ressonância). 


Fregiência de corte: São as frequências nas quais a amplitude da tensão na in- 
dutância ou capacitor tem valor igual à tensão máxima em ressonância dividida por 2. 


Largura de banda: Largura de banda é a diferença entre as fregiiências de corte, 
ou seja 


B = fo -fi 





Fig. 410 


D. PROCEDIMENTO 


Montar o circuito em série da fig. 411. 


C 


GERADOR 
DE 


AUDIO 





Fio. 411 


O gerador de audiofregiências produz uma f.e.m. alternada cuja freqiiência pode ser 
variada continuamente entre zero e 16 kHz. A amplitude dessa f. e. m. também pode 
ser variada continuamente entre zero e um certo valor máximo. 


A impedância interna dêsse gerador também pode ser variada dentro de certos 
limites. 
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Ligue o gerador e o voltômetro eletrônico com bastante antecedência. Ajuste 
os zeros de ambos. | 


Se se deseja estudar a componente C ou R, elas podem ser trocadas por L. 


Para esta parte da experiência coloque o seletor de impedâncias do gerador numa 
posição de baixa impedância (5 ohms, p. ex.). 

Use uma associação cuja frequência de ressonância esteja entre 500 Hz e 2.000 Hz. 
Levante a curva Va X f (por várias razões estas curvas DEVEM ser traçadas durante a 
experiência), Vr Xf e Vo X f. 

Na frequência de ressonância (dada pelo máximo de Vr) faça uma medida da 
voltagem da associação série L-C (Vi+o). 

É. PERGUNTAS 


1. Para f = fo, confronte as medidas do V (da fonte), Va, Vz; Vc; VL+c e proeure 
explicar o que acontece. 


2. Qual dos gráficos feitos representa a intensidade de corrente? Por quê? 


3. Tomado como base de comparação o gráfico de Vr, em que se diferencia dêste 
o gráfico de Vc? Procure explicar. E o de V;? Explique. 


Determine as frequências de corte e a largura de banda. 


8. RESSONÂNCIA NUM CIRCUITO RLC EM PARALELO 


A. OBJETIVO 

Levantamento da curva de impedância de indutores, capacitores e resistores 
em função da frequência. Determinação da freqiiência de ressonância de um circuito 
RLC em paralelo. 
B. MATERIAL NECESSÁRIO 


Gerador de áudio, voltômetro eletrônico, resistores, capacitores indutores, papel 
milimetrado. 


C. INTRODUÇÃO 


Consideremos o esquema ao lado (fig. 
412). A impedância dêste circuito é dada por 


1 Ny R C 


CEE NÃ. fa 
vã E (oc - SL) 








A condição de ressonância é Fra. 412 
Ca == 0; =2 = —— = — 
Wo Sa Wo m fo LO fo O 


que é a condição de ressonância para um circuito RLC em paralelo (análogo à condição 
para o circuito em série). A corrente apresentará um mínimo na frequência de res- 
sonância fo. 
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D. ProcEDIMENTO 
a) Com uma fonte de baixa impedância. Monte o circuito 


LU 


GERADOR 


DE 


AUDIO Comum 





Tia. 413 


Nora: A resistência R não é parte integrante do circuito ressonante. Sua função 
é a de proporcionar uma leitura de corrente por meio do voltômetro eletrônico. Deve 
ter o menor valor possível. 


Levante o gráfico 1 X f em tôrno da frequência de ressonância. 


Ops. Despreze as medidas para f < 50 Hz. O voltômetro eletrônico é feito para 
essas frequências. 


Explique o gráfico obtido. 


b) Com fonte de alta impedância. Monte o circuito 







GERADOR 






DE 
ÁUDIO 






Fira. 414 


O gerador deve estar ligado na saída de 90 volts. 

A finalidade da resistência R; é manter a corrente do gerador aproximadamente 
constante. Para determinar o seu valor proceda da seguinte forma: 

Dê a R; um valor provisório (por ex. 50.000 ohms). Procure a ressonância. Dê 
a R; um valor tal que, na fregiiência de ressonância, o potencial esteja próximo de 15 
volts (ou 50V, conforme a escala do medidor). Trace a curva V X f. 


EB. PERGUNTAS 


1. Não havendo resistência em paralelo, a curva deveria ser infinitamente es- 
treita e aguda. De fato, tem certa largura. Isto mostra que há uma resistên- 
cia. Calcule o seu valor, por meio da determinação do Q do circuito. Meça 
a resistência com ohmímetro. Compare com o valor calculado e tire conclusões. 

2. A resistência calculada na pergunta anterior depende da freqiência de res- 
sonância? (Sugestão: alterar o valor de C para 4C ou C/4 e medir as volta- 
gens para as freqiiências de ressonância e de corte)? 

O Q do circuito ficou o mesmo, ou sofreu alteração ? 
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CONSTANTES FÍSICAS 














Velocidade da luz no vácuo.............. Cc 2,998 x 108m/s 
Constante gravitacional.................. G 6,670 X 10-11Nm2kg-? 
Unidade atômica de massa............... amu 1,660 X 10-27kg 
Número de Avogadro .................... No 6,022 x 1023 mol”! 
Constante dos gases perfeitos............. R 8,314 JoC-1 mol! 
Constante de Boltzmann................. k 1,380 X 10-23J/ºK 
Ponto triplo da água.................... 00 273,16ºK 
Constante de Faraday................... F 9,648 X 104C/mol 
Massa do elétron (em repouso)........... Me 9,108 X 10-31kg 
Massa do próton (em repouso)........... Mp 1,672 X 10-27kg 
Permeabilidade magnética do vácuo....... Ho a 
Permissividade elétrica do vácuo.......... o = -— 8,854 X 10-12F/m 

h 6,625 X 10-34J/s 
Constante de Planck.................... K = — 1,054 X 10-34J/s 





Massa do próton/massa do elétron........ mplme 1836 
Carga do elétron/massa do elétron........ elme 1,758 X 1011C/kg 





Carga do próton/massa do próton......... elmp 9,58 X 108C/kg 
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Sistema MKS raeionalizado (Sistema internacional ST) 


Unidades fundamentais: 





QUANTIDADE 


[DD 


comprimento ........... 


LORCA pa a SA 
trabalho................ 
energia............ 

potência................ 
carga elétrica........... 
f.e.m. ou dif. de potencial 
campo elétrico.......... 
capacidade............. 
corrente elétrica. ....... 


| densidade de corrente elé- 
LEICA cosesiendda das 


resistência.............. 
condutividade........... 
campo magnético....... 
DUXO is us Lois 
indutância............. 
fôrça magnetomotriz.... 


resultância............. 


SÍMBOLO 





QE a sa 


METRO, KILOGRAMA, SEGUNDO, AMPÊRE 


NOME DA UNIDADE 
metro (m) 
kilograma (kg) 
segundo (s) 
newton 
joule 
joule 
watt 
coulomb 
volt 
volt/metro 
farad 


ampere 


ohm 

mho 
weber/m? 
weber 

henry 
amptre-volta 


ampêre-volta/weber 


Permissividade do espaço 


Ho 


8,85 X 10-12 
newton-m? 
coulomb 


47X 107"henry/metro 





UNIDADE 


m 

kg 

s 
kg-m/s? 
newton-metro 
newton-metro 
joule/s 
ampêre-s 
Joule/coulomb 
volt/metro 
coulomb/volt 
ampêre 


ampêre/m? 
volt/ampêre 
ampêre/volt 
weber/m? 
volt/segundo 
volt-seg/ampêre 
ampêre-volta 


ampêre-volta/weber 


newton-m? 
coulomb? 


henry/metro 
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RELAÇÕES VETORIAIS 




















STOKES GRAD 
P> 
curvô 
superfície S 
b; 
Fra. 415 
— - co > Ss — — > 
fê.as E faivra fa. = fuma ds | V(P)-V(P)) - ferad V.dl 
superfície volume curva superfície curva 
Em coordenadas cartesianas 
> o  9F; 9F , e» (Sie a) > 9V .9V. 
= ESels 14 = SE ca = a Ed 
div F E + 3 + | curl 4 1 5 E grad V =1 EE +39 7 + 
9F, FE É 94 q 04, > 9V 
+ oz a TJ oz oz A oz = ur 
> / 94 9A 
k da) 
+ ( dx dy 
—, 
=VAÁ 
> 0 > 0 
PRA óL Ea Oy E 
> 0 
k 
Es oz 
DEFINIÇÃO DE DEFINIÇÃO DE DEFINIÇÃO DE 
DIVERGENTE ROTACIONAL GRADIENTE 
> - > 0 > 
f F. ds f .A.dl Es 
S dV =-grad V.dl 


Rs : va Es db 
divF =lm —>—>—— | rotA4.n = lim 
v>o V 850 8 


